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Medlemsblad nr 11

Under rubriken Ndgra rader frdn... berittar inledningsvis foreningens ordfo-
rande om vad som &r pa gang i SMDF och svensk matematikdidaktik i 6vrigt.

Medlemmarna i SMDF inbjuds att till medlemsbladet skicka in kortare artiklar
eller berdttelser, som kan vara av intresse for foreningens medlemmar att ta del
av. Den stora aktivitet som dgde rum under 2004 inom vart omrade har fatt en
intensiv uppfoljning detta ar och detta nummer av medlemsbladet visar pa en del
av dessa aktiviteter.

Den 18 mars arrangerade SMDF 1 samarbete med Svenska matematiker-
samfundet och Sveriges matematikldrarforening en workshop om matematikens
formelsprak. Nagra av bidragen presenteras i detta nummer av medlemsbladet:
Christer Bergsten behandlar nagra didaktiskt centrala aspekter av formelspraket,
Osten Dahl ger ett lingvistiskt perspektiv pd temat, Christer Kiselman
identifierar forutom formelspraket ocksa ett “matematikens facksprak™, Hakan
Lennerstad skriver om ett framlingskap i forhdllande till “matematiskan”, och
Madeleine Lowing diskuterar problem nidr det giller att kommunicera
matematik i skolan. Se mer om vad som hinde pd workshopen pa dess hemsida
www.mai.liu.se/~chber/workshop. En mer fullstindig dokumentation &r plane-
rad att utkomma i host.

Vidare aterges SMDF:s remissvar pa Matematikdelegationens betidnkande,
sammanstéllt av Barbro Grevholm baserat pa synpunkter framforda i den arbets-
grupp som utsidgs pa SMDF:s arsmote. Slutligen annonserar Arne Engstrom den
tredje nordiska konferensen om matematiksvarigheter.

/ Christer Bergsten



Ndgra rader fran...

Forsta halvaret 2005 har for ménga inom vart dmnes- och forskningsomrade
inneburit ett intensivt arbete pa manga fronter. SMDF:s arsmote dgde rum den
28 januari pa Lararhogskolan i Stockholm, dir det forutom normala arsmotes-
forhandlingar dven genomfordes en diskussion om de mdjligheter som Matema-
tikdelegationens betinkande kan leda till. En arbetsgrupp, bestaende av Barbro
Grevholm (ordf.), Christer Bergsten, Thomas Lingefjard och Eva Norén, utsags
for att for utarbeta SMDF:s svar pd remissen. Svaret sammanstélldes sedan av
Barbro Grevholm och ldmnades till Utbildningsdepartementet och finns att 14dsa 1
detta nummer av medlemsbladet.

Under varen genomforde SMDF ett historiskt sett forsta samarrangemang med
bade Svenska matematikersamfundet (SMS) och Sveriges matematikldrar-
forening (SMaL), en workshop om matematikens formelsprak som dgde rum vid
KTH 1 Stockholm den 18 mars. Det blev en trevlig och intressant dag dér vitt
skilda perspektiv och infallsvinklar pa dmnet diskuterades. For er som inte var
med finns nu mojlighet att ta del av nagra av bidragen i detta nummer av
medlemsbladet. En fullstindig dokumentation 4r planerad till hosten.

Vid nagra internationella aktiviteter under varen har medlemmar fran SMDF
varit aktiva, till exempel vid den fjdarde europeiska konferensen CERME, som
dgde rum 1 februari 1 Sant Feliu de Guixols vid Costa Brava 1 Spanien, och vid
ICMI Study 15 i Aguas de Lindéia i Brasilien i maj, som behandlade lirar-
utbildning i matematik. Aven vid kommande konferenser i sommar, som t.ex.
PME 29 och ALM i Australien, dr Norden representerat. Det dr glddjande att
nordiska matematikdidaktiker borjar bli alltmer synliga i alltfler internationella
sammanhang.

Sedan sist har ytterligare nagra licentiatavhandlingar i matematikdidaktik lagts
fram och forsvarats. Forskarskolan gar efter sommaren in i sitt sista verksam-
hetsar, varfor det dr viktigt med en fortsatt fordjupad diskussionen om kvalitets-
fragor. Den nordiska forskarskolan ordnade ett tvadagars seminarium i Korsgr i
slutet av april, dar handledare triffades och arbetade med kvalitetsfragor med
direkt koppling till doktorsavhandlingar. Nésta traff blir ett endagsméte dagen
fore NormaO5, den 1 september, for handledare av doktorander, och kommer att
fokusera pd handledningsfragor med Uri Leron som inbjuden expert. Under



hosten kommer ocksa Ole Skovsmose att genomfora en utredning om kriterier
for bedomning av licentiatavhandlingar inom R1J:s forskarskola.

Aven vért eget seminarium MADIF 5, som #ger rum 24-25 januari 2006 i
anslutning till Matematikbiennalen i Malmé den 26-27 januari, har fragor om
kvalitet i sitt tema. Planeringen fortsétter och vi hoppas pa aktivt deltagande fran
ménga av SMDF:s medlemmar i form av inskickade bidrag. Huvudforeldsare
blir Werner Blum och Barbro Grevholm och i paneldebatten medverkar bland
annat Gerd Brandell, Marit Johnsen Hgines och Jeppe Skott. Vi ser fram emot
en lika trevlig och inspirerande konferens som de tidigare. Vi har ocksa mycket
glidjande kunnat mirka en efterfraigan pa de konferensdokumentationer vi
producerat.

Betydligt ndrmare 1 tiden ligger den nordiska konferensen NORMA 05, som
dger rum 1 Trondheim 2-6 september. Det ér ett rikt program som erbjuds, dér
det forutom de fem inbjudna plenarforeldsningarna accepterats trettiotre papers,
nio “short communications” och en workshop. Konferensen dr viktig som ett led
i det fina nordiska samarbete inom vart omrade som fick en skjuts i borjan av
1990-talet och som forstéirktes ytterligare genom arrangemanget av ICME 10 1
Kopenhamn forra aret.

Vid konferensen for ldrarutbildare 1 matematik, LUMA’05 den 29-30 september
(se webbsidan http://www.lhs.se/ukl/matematik/[LUMA/ ), kommer SMDF som
vanligt att ordna ett mote for medlemmarna. I forra numret av medlemsbladet
efterlyste vi forslag till program vid detta mote och gor det har igen. Fragan hur
lararutbildningen ska kunna forskningsanknytas har till exempel lyfts fram av
HSV:s utvérdering av landets lararutbildningar. Hur ser det ut vid de olika
hogskolorna i denna fraga?

Fran redaktionens sida saknar vi fortfarande en mer aktiv medverkan fran
SMDF:s medlemmar i form av debattinldgg, kortare eller ldngre artiklar och
andra former av bidrag i medlemsbladet. Eftersom SMDF ér en liten forening ér
det extra viktigt att alla medlemmar for fram sina synpunkter och idéer, det kan
vara kommentarer till tidigare artiklar 1 medlemsbladet, inldgg 1 aktuell debatt
om matematikutbildning och matematikdidaktisk forskning. Till exempel é&r
revideringen av skolans kursplaner 1 matematik en angeldgenhet dir SMDF bor
ta aktiv del.



Men nu dr sommaren hédr och vi behover alla en paus efter varens intensiva
arbete och semester fOr att samla ithop ny energi infor alla intressanta aktiviteter

som véntar under hosten. Vi Onskar alla medlemmar i SMDF en riktigt fin
sommar!

... fran Barbro Grevholm, ordforande i SMDF
och Christer Bergsten, vice ordforande



Nagra aspekter av matematikens
formelsprak

Dagens matematik &r starkt forknippat med dess speciella symboler. Férutom
talsymboler dr detta historiskt sett en ganska modern koppling, da matematiken
lange var i huvudsak retorisk till sin karaktir. Sedan algebran utvecklats fran
1600-talet och framat har ett allt mer sofistikerat och effektivt formelsprak blivit
den moderna matematikens ansikte, pa senare tid inte minst genom dess
mojlighet att hanteras av avancerade datorprogram. Aven skolmatematiken r
starkt algebraiserad pa gymnasieniva. Allt detta motiverar ett intresse att belysa
detta matematikens formelsprék, bade ur matematiska och didaktiska aspekter.
Hiar kommer nagra sadana att tas upp, med en betoning pa funktionella aspekter.

Algebraisering

Ibland far man hora att Descartes laste den vésterlindska filosofiska tanken i
dualismens kniptang, dvs. separationen mellan ande och materia, men nir det
giller matematiken, en liten bilaga med namnet La Géométrie (utgiven 1637) till
hans filosofiska metod, befriade han snarare tanken fran kalkylens borda,
samtidigt som han uttryckte en tidig kinsla av att algebra inte handlar om att
fordjupa sitt tinkande, snarare tvirtom. Kanske inférde han en annan dualism 1
den matematikfilosofiska diskursen, den mellan innehall och form. Mojligen kan
man tillata sig att dra en viss parallell mellan dessa bada dualismer, ande och
innehall gentemot materia och form? Descartes text fran 1637 ser fortfarande
med 2000-talets 6dgon helt modern ut och han kan ségas vara skaparen av den
algebraiska form som sedan blivit matematikens eget sprak, dven om en
symbolisk uttrycksfrom for variabelidén presenterats av Viete ett 40-tal ar
tidigare. Det hiivdas ofta att sjdlva variabelidén fanns tillimpad redan hos
Apollonius. (Se t.ex. Sfard, 1995)

Vad Descartes genomforde var en algebraisering av den klassiska geometrin:
genom att beskriva geometriska kurvor som relationer mellan strickor kunde
han med bokstiver som symboler for strickornas lidngder (relativt en given
enhet, se figur nedan) beskriva dessa relationer med ekvationer med dessa
symboler. Han visade hur de grundliggande operationerna addition, subtraktion,
multiplikation och division, samt rotutdragning enkelt kunde konstrueras pa de
givna strickorna, vilket hade den enkla och geniala konsekvensen att det réckte
att utfora operationerna pa symbolerna for striackorna for att studera geometriska



konstruktionsproblem. Effekten var dubbel: For det forsta kunde gamla geo-
metriska problem (bade losta och olosta av grekerna) losas med den nya
metoden (ofta enkelt) och for det andra kunde man utga fran ekvationer och
uppticka geometriska kurvor ingen nagonsin sett eller ens anat (se t.ex.
Bergsten, 2004).

LI‘.?::E; 4 Soit par exemple
i \E A Blvnité, & qu'il fail-

' le multiplier BD par
/\C\ B C, ien'ay qu'aioindre
les poins A & C, puisti-

/ / \ rer DE paralleleaCA,

> Y & BEeft le produitde

; cete Multiplication,

La Divi-  Qubiens'il faut divifer BE par BD, ayant ioint les

fion. poins E & D, ie tire A C parallele a DE, & B Ceftle
ve... produit de cete divifion.

Niar man pa detta sdtt anviander algebran, dels for att forstd ett annat
innehallsomrade som till exempel geometrin, dels for att utveckla det genom att
gd vidare inom modellen (dvs. algebran), existerar ingen dualism mellan form
och innehédll, det handlar snarare om en dialektik. Algebran dr hir dubbelt
funktionell genom att inte vara enbart representativ, dvs. att som ett symbol-
system betyda eller representera nagot, utan dven operationell. Genom en
formell transformation, som till exempel faktorisering, ekvationslosning eller
derivering, kan en mening bli synlig, via den representativa funktionen, som 1 ett
tidigare skede var dold. Till exempel ger uttrycket nedan, for en som kan lisa
matematik, en méngd representativa tolkningar, till exempel en ekvation eller en
bild som skérning mellan en rit linje och en rationell funktion.

13x% +7
———=2x
x“+10

) 1 ) ) )
Vem ser har direkt att x = 5 ar en 10sning till ekvationen, och vem ser de andra

tva reella 16sningarna (som dr 3=+ A2), eller att det overhuvudtaget finns tva
reella till? Det dr den algebraiska kodens operationella funktion som mojliggor
allt detta — det gar (hdr enkelt) att "l6sa ut x”. Som graf slingrar sig den
rationella funktionen (for positiva x-viarden mellan O och 5) ganska intrikat kring
den rita linjen. Den operationella funktionen hjilper till att reda ut detaljerna 1
denna representativa bild. Relationen mellan mening och operation dr dock
ganska subtil. Ses uttrycket ovan som en ekvation dr den ju ekvivalent med
13x% +7=2x-(x" +10) men “betyder” da grafiskt skidrningen mellan ett andra-
och ett tredjegradspolynom, alltsd en helt ny “mening”.



Form och innehall

Ett forsok att fanga detta nyss namnda dynamiska samspel mellan matematikens
form och innehall, samt mellan operation och struktur, dr den kristall for
matematisk operativitet som ett dynamiskt system jag beskrev for 15 ar sedan
(Bergsten, 1990, s. 49):

Operation

Innehall

Representation

«—>
«—>

Struktur

Innehallet genererar formen, inklusive formelspraket. Men formen genererar i
sin tur innehéall, som ndmndes i samband med kommentarerna om Descartes.
Det liknar dialektiken mellan tanke och ord. Matematikens utveckling illustrerar
detta tydligt.

En tanke i samband med kristallen var ocksa att den matematiska formen,
definierad som symboluttrycks monster, ibland kan ses direkt avspegla sitt
matematiska innehall. En tolkning av additionen 2 + 3, till exempel, dr att tva
hogar med 2 respektive 3 objekt ldggs intill varandra for att ldggas ihop:
00 000. Det konkreta arrangemanget dterspeglas i symbolernas arrangemang.
Just ddrfor blir symbolmanipulationerna som grundas pa denna operation
isomorfa aktiviteter till motsvarande operationer pa de konkreta objekten.
Liknande bilder kan skapas for Ovriga rdkneoperationer, mer avancerade
operationer (och objekt) drver sedan sina former fran dessa grundliggande och
det blir tydligt varfor den symboliska matematiken fungerar (Bergsten, 1990, s.
166; jfr Kline, 1985), dvs att den representativa funktionen &r stabil under den
operativa. Den matematiska notation som visat sig ha livskraft har just denna



genetiska karaktdr (Bergsten, 1990), eller som Leibniz uttryckte det (citerat i
Cajori, 1928/29; se dven Bergsten, 1990):

In signs one observes an advantage in discovery which is greatest when they
express the exact nature of a thing briefly and, as it were, picture it; then
indeed the labour of thought is wonderfully diminished.

Precis detta syns till exempel hos den algebraiska beskrivningen av kommu-
tativitet for addition: a + b = b+ a, dér likhetstecknet fungerar som en spegel for
den additiva formen.

De stipulativa (=icke-genetiska) former som finns med i1 skolmatematiken stéller
ofta till didaktiska problem pa ett helt annat sdtt an de genetiska, till exempel
kvadratrotssymbolen och potenser. En annan aspekt som &r en styrka hos den
algebraiska koden men ofta ett problem for den ldrande, ndmligen att i en och
samma symbol (symboluttryck) finns ofta bade en representativ och en operativ
funktion tillgéingliga och det dr upp till sammanhang och uttolkare att vilja vig.
Tolkar man till exempel 2 + 3 operativt blir forstds responsen kort och gott 5,
men tolkar man det strukturellt (begreppsinnehallsligt) blir responsen “en
addition, som har vissa strukturella egenskaper som till exempel kommuta-
tivitet”, och for denna representativa tolkning behdver man inte “rdkna ut vad
det blir”. Collis (1974) kallade detta fenomen i matematiken att en utrdkning kan
“avslutas” eller inte for closure. For en ldrande blir ldtt uttryck som inte nar
closure svarbegripliga och han/hon hittar sitt eget sitt att sluta den, vilket kan
leda fel matematiskt. I den tidiga skolan tridnas det ganska ensidigt pa den
operativa funktionen vilket leder till att elever kan fa problem nir det
fortfarande dr en addition men inte ldngre gar att “rdkna ut vad det blir”, till
exempel x+ 3. I litteraturen har (den engelska) termen procept anvints (Gray
och Tall, 1991) for beskriva detta de matematiska symbolernas janusansikte.
Procept dr en ihopkoppling av termerna process och concept och pekar pa den
dubbla tolkningsmdjlighet som ofta finns 1 matematiska symboluttryck. Tall
(2002) ger en generell bild av matematiken i tre “virldar”, dir den som bygger
pa proceptuellt tinkande utgors av aritmetiken och funktionsldran och dr
handlingsgrundad, till skillnad fran den perceptionsgrundade geometrin. Den
axiomatiska virlden har vixt fram ur dessa tva varldar.

Symbolkiinsla

Att efter behov kunna se vad som &r vésentligt i ett matematiskt symboluttryck,
vad man kan gora med det osv., kallas med en engelsk term symbol sense, som
jag en gang Oversatte med symbolkdnsla (se t.ex. Bergsten, Higgstrom och



Lindberg, 1997). Tidigare anvindes en term number sense for aritmetiken for att
fanga in det mangfacetterade och komplexa i en rik och flexibel uppfattning av
vad tal dr. Termen symbol sense sags som en motsvarighet for algebran och blev
kanske spridd genom en artikel av Abraham Arcavi (Arcavi, 1994), dven om
termen anvindes av andra tidigare (se Bergsten m.fl., 1997), redan under en
konferens om datoralgebra i matematikundervisning, i Denison 1992 (Page,
1992, s. 72). I detta sammanhang foddes ju ocksa ett behov av en sadan term.
Redan Descartes uppvisade en langt driven symbolkénsla. Néagra kriterier for
symbolkénsla beskrivs 1 Bergsten m.fl. (1997, s. 20):

- Uppskatta styrkan i det algebraiska symbolspraket
* Anvinda symboler da de behovs

e Overge symbolerna nir man “drunknar” i dem, vilja limpligare
angreppssatt

* Inse vad en symbolisk 16sning innebér

- Ha en formaga att skriva om och ”ldsa” symboluttryck, och se detta som tva
komplementdra aspekter av algebran (flexibilitet)

- Veta att verbal och grafisk information kan uttryckas algebraiskt/symboliskt, och
kunna gora denna oversittning

- Kunna och vaga vilja en ny symbolisk representation av problemet som passar
bittre

- Inse att det dr nodvindigt att under problemlosningen kontrollera och jamfora de
symboliska uttryckens innehall med vad man intuitivt kinner att man ska fa fram

- ”Lita pa” symboler, bl.a. att de kan visa pa nya aspekter

Termen symbolkédnsla underforstar i sig att det inte gar att tala om en ren
lingvistisk forstaelse av det algebraiska formelspraket — det finns inget som ett
rent formellt notationssystem 1 matematiken (Stenlund, 1996). Varje sitt att lidsa
en formel bygger pa en tidigare reckenpraxis, en vana eller erfarenhet att veta
vad man kan gora med olika konstellationer av symboler. Och detta av
principiella skél: Just detta faktum att borja anvinda en formalisering med
symboler bygger pa att man vet att det dr mojligt, att man har erfarenhet och
kunskap om det, som man tar med sig. Det dr med detta synsétt meningslost att
prata om ett rent mekaniskt symbolmanipulerande, utan matematiskt innehall.
Diremot &dr det ett didaktiskt problem, da eleven i allminhet saknar den
erfarenhets - och kunskapsbakgrund som gor symbolmanipuleringen sjdlvklar
for experten. For en matematiker/ldrare @r t.ex. derivatans definition



J(x+h) - f(x)
h

f(x)= lim

innehallsrik och dirmed meningsfull for att han/hon bade kan se dess
representativa och operationella funktion. Lédraren kanske forklarar den repre-
sentativa genom en analogi med fordndringskvot i nagon konkret situation men
vet samtidigt utan att sdga det (eller kunna séga det) riknetekniskt vad man kan
gora med den och vilka resultat som kan nas. For en elev kan den kédnnas helt
meningslos da han/hon inte ser hela denna tekniska potential utan bara ett
krangligt uttryck ofta utan tydlig koppling till den forklarade representativa
bilden.

For att bygga vidare pd Stenlunds analys, &r alltsd formelsprakets teoretiska och
praktiska dimensioner oseparabla, och man borde i linje ddrmed kunna anvénda
den epistemologiska didaktikteorins (utvecklad av Yves Chevallard) grundenhet
for analys, en formelsprakets praxeologi. Inom en given institution anvinds
formelspraket som en metod att 16sa vissa typer av problem (praktiskt kun-
nande). Detta formelsprak dr ddrmed ett teoretiskt verktyg (en teknologi) med en
teoriram som validerar dess anvindning (teoretiskt kunnande). Se t.ex. Barbé,
Bosch, Fonseca och Gascon (2005) for en introduktion till detta teoretiska
perspektiv.

Formlers egenskaper och struktur

Det finns flera analyser av formelsprakets egenskaper och struktur (t ex
Bergsten, 1990; Boschet, 1989; Cajori, 1928/29; Pimm, 1987; Winslow, 2000),
dir man bl.a. konstaterat att det dr ett dverraskande litet spektrum av rumsliga
relationsprinciper som anvidnds. Bergsten (1990) noterade till exempel att de
matematiska former (dvs. symboluttrycks monster) som forekommer 1 den
elementira skolmatematiken (aritmetik/algebra) dr 6verraskande fa.

Grundprincipen ir linjdritet, en naturlig utveckling fran det vanliga skriftspraket,
dér ord och satser listas i foljd pd motsvarande sitt som den talade motsvarig-
heten, i en temporal sekvens. I vart alfabetiska sprak, liksom i mdnga andra men
inte alla, ordnas ljudtecknen horisontellt, fran vinster till hoger. P4 samma sitt
skrivs de flesta aritmetiska operationer, ekvationer, funktionsuttryck, integraler,
osv., horisontellt linjart, med vissa kompletterande radbrytande notationer (brak,
potens, index mm.). Detta har vil delvis sin grund i kraven pa integration med
det naturliga sprakets sitt att skriva, med boktryckarkonstens tekniska restrik-
tioner. For det mesta gar det att ldsa fran vinster till hoger, men oftast dven i
annan ordning. Ofta anvénds parenteser for att styra vilka delar 1 ett uttryck som
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ska tas for sig. Att vara “ldskunnig” i matematik innebér bl.a. just att kunna
identifiera sadant. En matematisk formel innehéller oftast ett eller flera objekt
och en eller flera operatorer som verkar pa objekten samt ofta d&ven symboler for
relationer (likhetstecken osv.) mellan delar av formeln.

Trots den ofta linjira karaktdren hos en formel 4r den dock mer en bild 4n en
teckenstring och har en tvadimensionell karaktdr mer @n det naturliga sprakets
endimensionella. Genom att betrakta denna bild en stund, ungefir som man
betraktar ett (logiskt-strukturellt ) konstverk, ofta da genom att fokusera pa olika
delar i taget, se helheter och detaljer, och tankbara transformationers konsekven-
ser, far den kompetente “ldasaren” en idé om hur den kan bearbetas, utifran den
aktuella fragestillningen. Det handlar hidr ofta om ett ganska intrikat och
svéaranalyserat spel dir ofta inte formelns representativa funktion &r lika aktiv
som en kompetent av vad Pierce kallar diagrammatiskt tinkande, diar formelns
synliga och potentiella strukturella egenskaper (vad jag ovan kallade matematisk
form eller monster) spelar den avgorande rollen (se t.ex. Dorfler, 2004). Denna
bildmissiga dimension utgor en symbolernas ikoniska funktion, som kan kallas
formelsprakets tredje funktion (bredvid den representativa och den operatio-
nella), dr sdkert en viktig komponent 1 symbolkédnslan. En annan aspekt av den
ikoniska dimensionen, formlers genetiska karaktér, har redan berdrts och utgor
ytterligare en sidan komponent.

Algebra som didaktiskt verktyg

Inledningsvis nimnde jag Descartes algebraisering av geometrin. En diskussion
kring innebdrden 1 detta begrepp gors 1 Bolea, Bosch och Gascon (1999) , som
beskriver algebra inte som ett innehdllsomrade utan som ett modelleringsverktyg
for matematikens innehallsomraden:

Elementary algebra does not appear as a self-contained mathematical work
comparable to other works studied in academic core courses (such as arithme-
tic, geometry, statistics, etc.), but rather as a modelling tool to be (potentially)
used in all mathematical curricular works and which appears to be more or less
used in them. (Bolea et.al., 1999, s. 141)

Pa detta sitt fungerar algebran som ett didaktiskt verktyg med vilket man kan na
djupare insikt inom innehallsomradet. Det matematiska formelspraket kan
ddarmed liknas vid en dubbeleggad yxa, dvs. bade ett problemlosningsverktyg
och ett didaktiskt verktyg (Bergsten, 2003). Betraktar man matematiken 1
generell mening som ett systematiskt studium av kvantiteter, former, samband
och strukturer, ger detta foljande bild av formelsprikets roll for matematiken
(efter Bergsten, 2003, s. 8):
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Formelsprak

Sammanfattningsvis ger diskussionen ovan en bild av nagra aspekter av
matematikens formelsprak som kan illustreras med foljande matris:

Anvindning / Funktion | Representativ | Operationell Ikonisk

Problemlosningsverktyg

Didaktiskt verktyg

Vid ett konkret matematiskt arbete didr formelspraket aktualiseras, som till

exempel att undersoka virdet av integralen f f dxdy ar det dynamiken
x2 +y 2<2x |)C|+| |

mellan matrisens olika delar som skapar en kombination av en mojlighet att

kunna 16sa den forelagda uppgiften och kunna uppleva en forstaelse av arbetet

och resultatet. Den inneboende komplexiteten 1 denna aktivitet har hir bara

kunnat antydas.
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Har matematiken ett sprak, egentligen?

I den hir uppsatsen vill jag diskutera fragan om matematikens sprak ur en
lingvists synvinkel. Eftersom mina egna matematikstudier avslutades pa ett
relativt tidigt stadium, tinker jag mest hélla mig till ett exempel som jag kdnner
mig ndgorlunda sdker pa, nimligen Pythagoras' sats, och for att gora det enkelt
for mig sjdlv aterger jag den hir i den version som finns pd webbsajten

susning.nu:

Summan av kvadraterna pa Kkateterna &r lika med kvadraten pa

hypotenusan.
2

a’+b’ =c
Det forsta vi kan konstatera &r att (som Christer Kiselman ocksa framholl i sitt
foredrag vid workshopen) det finns tva Kkandidater till bendmningen
"matematikens sprak". I exemplet ovan uttrycks Pythagoras' sats dels pa ett
sprak som bara skiljer sig fran vanlig svenska genom forekomsten av
matematiska termer som katet och hypotenusa, dels med hjidlp av en formel.
Aven om det i allmiinhet #r formelspriket man avser med "matematikens sprak"
ar ju ocksd den matematiska svenskan intressant att studera som sadan. Det dr
vidare sa att bada de hér "spraken" har en del kanske lite ovintade egenskaper.
For att kunna diskutera dem maste vi forst diskutera ndgra mera allminna
aspekter av hur sprak fungerar.

For att forsta ett sprakligt uttryck behover vi kunskap av flera olika slag. Till att
borja med maste man i tillriacklig grad behérska sjédlva spraket — dess grammatik
och ordforrad. De hir sorternas kunskap kan man kalla grammatisk och
lexikal. Den grammatiska kunskapen kommer jag inte att sdga sa mycket om
hér, dven om den #r central for sprakforstdelsen. Den lexikala kunskapen
innebdr frimst att vi har kunskap om ordens betydelse — i de enklaste fallen, att
vi kan forknippa orden med en viss utomspraklig verklighet, som i foljande bild:
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Men forutom den sprakliga kunskapen behdver man ocksa icke-spraklig
kunskap (som ibland kallas encyklopedisk). Begrunda t ex foljande mening:

Jag har inte fatt s mycket dpplen pa sistone, sa jag maste nog snart beskira
traden.

For att forstd podangen med detta pastaende, ricker det inte att veta vad orden
betyder, utan man maste ocksa veta sadana saker som att dpplen vixer pa trad
(vilket ju kan tyckas vara ganska trivialt) och att man ibland maste beskira
dppeltrad for att det ska bli dpplen pa dem (nagot mindre trivialt). Som bland
annat filosofen Quine har framhallit, finns det knappast nagon klar grians mellan
lexikal och encyklopedisk kunskap. Négon skulle t ex kunna hévda att det 4r en
del av betydelsen hos ordet dpple att dpplen vixer pa trad, och det dr inte helt
sjalvklart hur man ska argumentera emot en sadan stdndpunkt. Under alla
forhallanden kan vi notera att forstaelse av sprakliga uttryck i allménhet fordrar
bakgrundskunskap.

I olika sammanhang brukar man framhédva kontextens roll for forstaelse.
Kontext dr nu ett vildigt vitt begrepp. Jag tinker hidr ta upp en sida av
kontextens roll som jag ska kalla forstaelsen av referentiella bindningar. Detta
kraver emellertid lite bakgrund.

Pythagoras' sats uttrycker ju ett pastdende. (Matematiker brukar, tror jag,
anvinda termen "utsaga". Bade "pastdende" och "utsaga" anvinds pa ett lite vagt
satt dar de kan tolkas bade som den talhandling som utfors och innehallet i
talhandlingen. Men detta &r inte sd viktigt for diskussionen hir.) I en svensk
grammatik kan man hitta exempel pa pastaendesatser som ser ut sa hér:

Pelle gillar Lisa.

Den hir satsen handlar om tva individer som sdgs ha en viss relation till
varandra. Mera generellt kan pastdendesatser sidgas predicera egenskaper eller
relationer om individer eller andra entiteter, som man refererar till 1 satsen. For
att kommunicera ett pastdende maste en talare ge sin lyssnare tillrdcklig
information for att identifiera a ena sidan referenterna (det man talar om), a
andra sidan vad som prediceras (det man sdger om referenterna). For
kommunikationen spelar det egentligen mindre roll hur man bér sig at for att
astadkomma detta. I stillet for att anvénda ord kan man till exempel peka pé det
man vill tala om. Har man en gang identifierat en referent kan man sen for det
mesta anvinda pronomen:

Hon ser honom.
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I talspraket dr det faktiskt mindre vanligt att man identifierar en referent och
pastar ndgot om honom/henne/den/det i samma sats. I stillet tenderar man att
bryta ut identifikationen pa exempelvis foljande sitt:

Den dir killen som bor hos oss du vet, han ska aka hem imorgon.

Vad man gor hir &r alltsé att forst tala om vem man vill tala om genom uttrycket
den ddr killen som bor hos oss du vet och sen anvidnda pronomenet han 1 satsen
som uttrycker sjdlva pastaendet.

Vi dr ofta ganska implicita nir det géller referens. Antag att man ser foljande
rubrik i en tidning:

Goran Persson moter opposition inom partiet.

Det &r inte utsagt hér vilket parti det handlar om, men vi forstar utan vidare att
det maste vara Goran Perssons eget parti. I en annan kontext skulle vi fa en
annan tolkning. I foljande mening antar vi att partiet refererar till kommunist-
partiet, eftersom det var det enda tillatna i Sovjet:

Solzjenitsyn var inte medlem av partiet.

Med referentiella bindningar menar jag alltsd de ldnkar ut i virlden som krivs
for att vi ska forsta vad ett pastaende handlar om.

Det som jag nu har sagt om spraklig kommunikation i allmidnhet #r ocksa
tillampbart pa matematikens sprak. Man forestiller sig vél gidrna att matematiker
uttrycker sig pa ett exakt och entydigt sitt. I sjdlva verket ar det litt att se att
dven om ett matematiskt pastaende kan vara exakt, dr det sprakliga uttryck man
anvéinder ofta lika implicita som de pastdendesatser vi hittar i vardagsspraket.
En direkt konsekvens av detta dr att ldsaren maste anvidnda den kunskap han
eller hon redan har for att forsta ett matematiskt pastdende. Lat oss igen titta pa
Pythagoras' sats:

Summan av kvadraterna pa kateterna dr lika med kvadraten pa
hypotenusan.

I det hir pastaendet samverkar den lexikala betydelsen pa ett intressant sétt med
kontexten. En uppenbar sak som man maste forsta hér dr att alltihop handlar om
en riatvinklig triangel. Den som kan matematik har ingen svarighet att dra denna
slutsats trots att satsen inte explicit inleds "I en rétvinklig triangel...". 1
Bonniers Svenska Ordbok definieras katet som "var o. en av kortsidorna 1 en
ratvinklig triangel" och hypotenusa som "ldngsta sidan 1 en ritvinklig triangel".
Vi ser att hir behdver man en del bakgrundskunskap (som for de flesta av oss ér
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sa pass sjdlvklar att vi sdllan reflekterar 6ver den). Om man till exempel inte vet
att det bara finns en rét vinkel i en triangel och att den sidan som star emot den
rita vinkeln dr den ldngsta, blir definitionerna av katet och hypotenusa ganska
obegripliga. Men vi ser ocksa att den som kénner till definitionerna ocksa kan
dra slutsatsen att pastdendet handlar om rétvinkliga trianglar, eftersom det bara
ar for dem som termerna &r definierade.

For att forsta substantivet kateterna, som ju star i bestimd form, maste vi
konstruera en referentiell bindning till en rédtvinklig triangel. 'Katet' ir ett
relationellt begrepp i den meningen att en katet alltid maste tdnkas som del av en
triangel, den kan inte existera som ett sjdlvstandigt objekt. Nu handlar inte
Pythagoras' sats om nagon viss triangel utan &r i stéllet ett generellt pastdende
som dr sant om alla rdtvinkliga sadana. Detta dr ytterligare ett exempel pa
implicit information som inte ges nagot sprakligt uttryck, och att vi uppfattar
péstaendet pa ritt sdtt ndr vi ldser det i en lidrobok i geometri beror formodligen
pa att vi har kunskap om vilken sorts pastaienden som kan upptrdda i en sadan
text. Men det finns ytterligare implicit information som &r sa sjidlvklar for oss att
det till och med verkar narmast knédppt att ifragasétta den. Hur vet vi egentligen
att det handlar om samma triangel hela tiden? Kanske Pythagoras i sjidlva verket
menade att kateterna fanns i en triangel och hypotenusan i1 en annan? Férmod-
ligen handlar det hdar om vildigt generella principer for kommunikation och
forstaelse.

Sammanfattningsvis: forstaelse av sprakliga uttryck krdver bakgrundskunskap
och kopplingar till kontexten, och matematikens sprak &r inget undantag fran
detta.

Hittills har jag egentligen bara talat om det forsta av de tva matematikspraken —
dvs. vanlig svenska med tilligg av matematiska termer. Hur dr det nu med
formelspraket? Man kanske skulle kunna tro att matematiska formler skulle vara
exakta och kontextoberoende. I praktiken &dr detta inte alls fallet. Betrakta
Pythagoras' sats uttryckt som formel:

2 2
a +b  =c

Det dr létt att inse att denna formel tagen for sig sjélv inte uttrycker nagot
bestdmt pastaende over huvud taget. Den kan sédgas predicera en relation mellan
tre storheter, a, b och ¢, men ingen som helst information om vilka dessa
storheter dr ges 1 sjdlva formeln. Om man vill uttrycka Pythagoras' sats helt
explicit, dr det ganska svart att gora det med matematisk standardnotation. Jag
har forsokt dstadkomma det med hjilp av predikatlogisk notation, men det visar

18



sig vara ratt krangligt eftersom predikatlogiken inte &r sa bra pa att referera till
flera objekt pa en gang.

Hur fungerar di en saddan hir formel i en matematisk text, t ex en ldrobok i
geometri, om den inte innehaller den nodvindiga informationen om referen-
terna? Det finns atminstone tva olika mojligheter: antingen atfoljs den av en
fullstindig formulering pa vanligt sprak, som den vi har sett ovan, eller ocksa
ser det ut som i de hir exemplen hidmtade fran nitet, dar man nojer sig med att
identifiera referenterna med vanligt sprdk och sedan later formeln uttrycka
pastaendet om dem:

AN2 + BA2 = CA2, dir A och B ir kateterna (de kortare sidorna)
och C dr hypotenusan (den ldngsta sidan) 1 en rédtvinklig triangel.

Om kateterna dr a och b och hypotenusan ¢ sa sdger Pythagoras sats att
2 2 2
a +b =c".

Vad jag som sprikvetare finner lite intressant dr att symbolerna a, b och ¢ hér
far spela en roll som mycket liknar den som pronomen har i talspraket (jamfor
exemplet ovan). Det blir en arbetsfoérdelning mellan det vanliga spraket och
formelspraket, sa att de kontextuella bindningarna gors i vanligt sprak och bara
sjilva predikationen uttrycks som en formel.

Hir kommer jag nu till frigan i rubriken till uppsatsen. Det matematiska
formelspraket som det anvinds i matematikundervisningen fungerar egentligen
inte som ett sjalvstandigt sprak utan snarare som ett komplement till det vanliga
("naturliga") spraket. I viss man kan formelspraket sidgas vara ett hjidlpmedel
som fungerar analogt till andra grafiska presentationsformer som diagram och
bilder. Men det dr ocksa lite intressant att det finns paralleller pa flera andra
omraden, diar man ocksé har "formelsprak" som anvénds for att komplettera det
vanliga. Det dr kanske inte sa konstigt att man hittar sddant inom naturveten-
skaperna, dir ju matematikens tillimpningar spelar en viktig roll. Men &dven
inom mera vardagliga omraden som sillskapsspel finns vil utvecklade
"formelsprak" som kan blandas med vanlig text (exempel fran nitet):

Schack:

10...Ke7-d6

Svart kan inte spela 10...Dd8xd5, eftersom vit bara spelar 11.Df3xd5. Men naturligtvis
borde svart nu gatt tillbaks med kungen med 10...Ke7-e8. Att vandra ut pd bradet med den
vardefullaste pjdsen ar verkligen att utmana odet.
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Bridge:

Vist spelar ut 4K och du féar hantera foljande resurser:

032

O T9765

0O T932

O A3

O AQJ98765

o8

04

O KQ2
Med programmeringssprak forhéller det sig lite annorlunda eftersom de maste
kunna forstas direkt av en dator. Men eftersom datorprogram #r ganska

svarbegripliga dven for de som sjélva skriver sddana brukar det hora till att man
blandar upp programkoden med kommentarer i vanligt sprak.

De hir funderingarna om matematikens sprak skrapar naturligtvis bara pa ytan.
Jag har egentligen bara diskuterat ett exempel — Pythagoras sats. Formler i
matematisk text uttrycker langt ifran alltid pastaenden (axiom eller teorem).
Ekvationer, som ju utgor en stor del av de formler man ser, kan inte sdgas pésta
ndgonting — de &dr varken sanna eller falska sa ldnge vi inte har bestdmt virden
pa de ingaende variablerna. Sprakligt kan de vél narmast jamforas med fragor,
ndrmare bestdmt frageordsfragor, d v s sidana som inleds med vem, vad etc. till
skillnad fran ja-nej-fragor. Det &r inte klart i vilken utstrickning man hér kan
tala om kontextuella bindningar.

Jag tror emellertid att det skulle kunna vara fruktbart att tinka vidare pa hur den
matematiska kommunikationen fungerar.

|/ Osten Dahl
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Matematikens tva sprak

Christer Kiselman

1. Inledning: Var finns matematiken? Var finns spraken?

Vad menas med att matematiken finns? Finns matematiska konstruktioner
i verkligheten? Finns spraken i verkligheten? Och var i sa fall?

Uppenbarligen finns spraken pa nagot satt i vara hjarnor, dvs. i var
och en av vara hjarnor. Men det ricker inte. Pa nagot sitt finns spraket
ocksa i vart kollektiva medvetande. Det ar sa att spraket har bade en
fysiologisk existens, en viss lokalisering till vissa delar av hjarnan — man kan
ju till och med méta sprakaktiviteter i hjarnan med magnetkamera — och en
social existens inom hela spraksamfundet. Pa samma sétt dr matematiken
lokaliserad i hjarnan, men ocksa i ett kollektivt medvetande i ett samfund
som &r spritt 6ver virlden. Dar har vi en viktig likhet mellan spraken och
matematiken. Bada har saval en fysiologisk existens som en existens i det
kollektiva medvetandet.

Titeln Matematikens tva sprak har jag valt for att jag anser inte bara att
det ar formelspraket som &r ett specifikt matematiskt sprak utan dven att
det matematiska fackspraket utan formler ar ett speciellt, avvikande sprak,
och att det orsakar svarigheter vid studier lika val som formlerna, &ven om
svarigheterna ar av olika natur i de tva fallen.

Svarigheterna hos det matematiska fackspraket utan formler &r kanske
mer forrddiska &n formlerna, eftersom man inte alltid méarker skillnaderna,
medan formlerna ju star ut som avvikare redan fran borjan. Dessa tankar
har jag haft ldnge, innan jag liste artikeln av Lennerstad & Mouwitz (2004);
nér jag sag att de hdvdar att matematiken &r tvasprakig, sa stamde det pre-
cis. Men det bor tilliggas att det inte handlar om tva sjalvstéandiga sprak:
formler utan sammanhang, definitioner och antaganden ar meningslosa; a
andra sidan behover fackspraket formler nér det blir fér komplicerat med
bara ord.
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Huvudtesen i mitt foredrag ar redan framlagd ovan. I avsnitt 2 pekar jag
pa att matematiken gar utéver det som man vanligen avser med ett sprak.
Efter nagra mer eller mindre tankevickande citat i avsnitt 3 talar jag kort
om makten &ver spraket i avsnitt 4 — det blir mest fragor dér. Avsnitten
5—13 ar en samling observationer, dar jag pekar pa likheter och olikheter
mellan allménspraket och de tva matematiska spraken. Avsnitt 14 om ett
australiskt sprak och avsnitt 15 om gruppteori ar insatta for att de kanske
kan ge andra perspektiv utan att for den sakens skull halla sig till &mnet.

Om mig sjélv

Jag ar sedan barnaaren sprakintresserad. Jag lever mina dagar pa fyra
sprak. Det ger mig en kéansla av att leva i fyra varldar samtidigt, men den
kénslan ar kanske illusorisk. Kanske ar det bara en enda vérld, en varld
som ses ur litet olika vinklar — vad nu skillnaden kan vara mellan dessa
alternativ.

Jag har intresserat mig for det svenska sprakets stéllning och ordférrad
inom teknik, matematik och naturvetenskap. Jag arbetar till exempel med
ett nationellt projekt rorande matematikterminologi i skolan. Jag har pers-
onliga erfarenheter av hur personer som lider av schizofreni anvéinder sig
av spraket: det ar forunderligt svart att tringa in i och forsta deras sprak.
Detta ar dock ingenting som jag har forskat pa.

2. Matematiken ar mer an ett sprak

Man séger ofta att matematiken &r ett sprak, och da tédnker man pa formel-
spraket. Det kanske ligger nagot i det, men jag vill hellre siga att matem-
atiken har ett sprak. Ett sprak som liknar andra sprak, men som ocksa
uppvisar stora olikheter. Jag vill har i dag peka pa nagra likheter och
olikheter.

Nér man siger att matematiken dr ett sprak, sa riskerar man att glomma
andra sidor av matematiken som inte sa latt later sig inordnas i den liknelsen.
Det ar ganska klart att matematikens formelsprak utvecklats under lang tid
fran ett forkortat skrivsétt till att vara mera likt en réknare. Ordet minus
forkortas till ett m med streck, 7, och sedan 6verlever bara strecket, som
ursprungligen angav att nagra bokstdver utelamnats. Sa kom troligen det
nu anvinda minustecknet, —, till. Detta &r en historia om férkortningar.
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Men nar man kommer till kedjeregeln,

dz dzdy

dr  dydz’
sa borjar formeln likna en liten rdknemaskin. Déarigenom gar formlerna
utover sprakens idé.
Annu tydligare kanske detta framgar av foljande exempel. Lat oss
jamfora en formel med hur den kan ldsas ut:

°° 1
/ e dr = ~.
0 a

Integralen over hogra halvazeln av basen for de naturliga logaritmerna upp-
hojd till minus ett positivt tal ganger variabeln dr lika med ett genom talet.

Den sista meningen ar ekvivalent med formeln. Det gar i alla fall att
definiera alla ingaende ord sa att den blir ekvivalent med formeln. Men om
man skall rdkna ut integralen sa &r formeln vida 6verlagsen. Formeln ger
inte bara en forkortning av det langa uttrycket, utan ocksa ett skrivsétt
som underlattar utrdkningen. Det ar latt att infora en ny variabel ¢t = ax,
och man ser da att integralen maste ha formen C/a fér nagon konstant
C; det aterstar att bestimma denna. Ténk om vi skulle forscka gora en
variabelsubstitution i det andra uttrycket ...

Man kan forutsédga solformorkelser med stor precision langt in i fram-
tiden. Man kan berdkna hur ett flygplan béar sig at i luften och behéver
inte gora sa manga vindtunnelexperiment eller andra forsok. Allt detta ar
valkédnt, och jag skall inte uppehalla mig vid det, bara konstatera att detta
knappast kan hora hemma under det som man normalt kallar sprak.

Men annu viktigare dr kanske att geometrin, en viktig del av matem-
atiken, knappast kan uppfattas som ett sprak — eller i sa fall som ett radikalt
annorlunda. Geometrin ar forknippad med manniskans spatiala och mo-
toriska begavning, och jag tror att den spatiala och motoriska begavningen
ar av annat slag dn den sprakliga. Den som kan teckna och mala har
en tvadimensionell spatial begavning; den som kan teckna av omvérlden
har en tredimensionell spatial begavning, liksom den som kan snickra eller
bygga modeller eller lagga plattak. En balettdansts har en motorisk och
spatial begavning — jag skulle vilja siga tempo-spatial begavning. Alla
dessa aktiviteter hor samman med geometrin, och formagan att tdnka, rita
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och konstruera nagot i tre dimensioner ar en genuint geometrisk begavning.
Matematikerna héller inte bara pa med tre dimensioner utan dven med fyra
eller fem eller odndligt manga, vilket forutsitter att man kan se (vad nu det
betyder) i fyra eller fem eller odndligt méanga dimensioner. Faktum ar att
man kan tréna sina (inre) gon att se i fyra dimensioner.

Allt detta fangar man inte in om man séger att matematiken &r ett
sprak — med mindre 4n att man inkluderar all denna motoriska och spatiala
formaga i spraket forstas. Ar en balettdansds’ rorelser ett sprak? Om ni
svarar ja pa den fragan, sa har jag ingen invandning, men vi maste i sa fall
konstatera att begreppet sprak har vidgats vésentligt. Det jag sagt visar
anda att matematiken, speciellt geometrin, gar utéver det man vanligen
brukar kalla sprak.

Det matematiska spraket maste finnas for att man skall kunna formedla
kunskaper, men upptéckten av dem kanske sker genom en intuitiv spatial
upplevelse. Vara forfader gungade nog i tréden, och detta gungande gav
upphov till en intuitiv, ordlos forstaelse for svangande forlopp. De apor som
inte klarade av denna forstaelse foll ned ur trdden, och vi har drvt denna
intuitiva forstaelse fran dem som Overlevde, inte fran dem som f6ll ned.
Det &r en enkel och lattbegriplig form av darwinism. Och denna intuitiva
forstaelse for sviangningar finns nu formaliserad i Fourieranalysen, en viktig
gren av matematiken som handlar om alla slags svingningar: ljus, ljud och
alla andra vagrorelser.

Ater till matematikens sprak. Bakom ett sprak finns en kultur, en viss
grupp, ett samfund, som béar upp spraket. Nar man lar sig ett sprak, sa far
man en nyckel till detta samfund, och kan uppleva nagot av det. Kanske kan
man lara sig nagot om Japan utan att kunna japanska, men i sa fall behover
man tolkar och Gverséttare. Pa samma sitt kanske man kan siga att man
behover ldra sig det matematiska spraket for att komma matematiken néra,
och om man inte har gjort det, sa fordras det tolkar och Gverséttare. Och
man kan undra om det finns tillrdckligt manga tolkar och Overséttare fran
matematiska respektive japanska. For att det hela skall fungera behovs det
inte bara tolkar och Gversidttare utan ocksa japaner.

Vad &r det d4 man nar i matematiken, vad motsvarar kulturen hos den
grupp som talar ett visst sprak? Pa det kan man fundera. Mitt nagot
provisoriska svar ar att det &r sammanhang och forstaelse. Och ménniskan
behéver sammanhang och forstaelse i sin vérld.
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3. Nagra citat

Efter en kanske alltfor abstrakt inledning kan vi mjuka upp oss med nagra
citat, forst ett av Goethe, som kan konsten att foroldmpa at tva hall sam-
tidigt:
Die Mathematiker sind eine Art Franzosen; redet man mit ihnen,
so iibersetzen sie es in ihre Sprache, und dann ist es alsobald ganz
etwas anderes.

Johann Wolfgang von Goethe, 1749—1832.
Goethes Werke Band XII, "Maximen und
Reflexionen”. Sjatte uppl., Hamburg 1967

Graden av abstraktion &r viktig for Bertrand Russell, som menar att
allménspraket siger for mycket; det géller att ta bort betydelser (och ab-
strahera betyder ju just 'dra bort’ eller 'dra av’).

Ordinary language is totally unsuited for expressing what physics
really asserts, since the words of everyday life are not sufficiently
abstract. Only mathematics and mathematical logic can say as
little as the physicist means to say.

Bertrand Russell, The Scientific Outlook, 1931

Differentialkalkylen fungerade till en bérjan utan en fast bas, menar han:

Calculus required continuity, and continuity was supposed to re-
quire the infinitely little; but nobody could discover what the in-
finitely little might be.

Bertrand Russell i N. Rose, Mathematical Mazxims
and Minims, Raleigh, NC, 1988

Ar matematiken anpassad till naturen? Eugene P. Wigner menade ju
det, men enligt Russell skulle matematiken duga aven for ett annat univer-
sum:

It can be shown that a mathematical web of some kind can be
woven about any universe containing several objects. The fact that
our universe lends itself to mathematical treatment is not a fact of
any great philosophical significance.

Citerad i W. H. Auden and L. Kronenberger, The
Viking Book of Aphorisms, New York 1966

Mera cyniskt formulerade han matematikens allméngiltighet sa hér:
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Mathematics may be defined as the subject where we never know
what we are talking about, nor whether what we are saying is true.

CPBR 3:366:31-3, Recent Work on the Principles
of Mathematics, aven kand som Mathematics and
the Metaphysicians

Men matematiken ar &nda bara en omformulering av annat sprak:

. mathematics is only the art of saying the same thing in different
words.
Autobiography, Vol. 3, nést sista stycket

Ett lidande som flera kan kénna igen beskrivs av Robi Polikar:

One thing I suffered while I was learning the basics of the wavelet
transform is the fact that the majority of the articles and books (if
not all of them) are written by math people, for the math people, in
a language which even most of the math people themselves cannot
understand [...]

Robi Polikar, The Wavelet Tutorial

Vem kan bli matematiker? Begavning racker kanske inte. Det skulle i
alla fall gélla om Dan Andersson (1888—1920), menade hans far:

Hans fattningsgavor voro 6ver det normala, savél teoretiskt som i
praktiskt avseende, och han hade kunnat utbildas till vad som helst
utom matematiker.

Minnesord av Dan Anderssons far, citerade efter
Torsten Fogelquists essa, s. XXVI, i Dan Ander-
sson, Kolarhistorier, Stockholm: Tidens forlag,
1930.

4. Makten over spraket

Det gar inte att undvika att tala om makt néar det géller sprak. Lewis
Carroll! har uttryckt det rakt pa sak i Through the Looking Glass (The
Milennium Fulcrum Edition 1991), kapitel VI, "Humpty Dumpty”:

‘I don’t know what you mean by “glory,”’ Alice said.

ILewis Carroll (Charles Lutwidge Dodgson) foddes 1832-01-27 i Daresbury, Cheshire.
Han dog i Guildford 1898-01-14.
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Humpty Dumpty smiled contemptuously. ‘Of course you don’t
— till T tell you. I meant “there’s a nice knock-down argument for
you!77 b

‘But “glory” doesn’t mean “a nice knock-down argument,”” Al-
ice objected.

‘When [ use a word,” Humpty Dumpty said in rather a scornful
tone, ‘it means just what I choose it to mean — neither more nor
less.’

‘The question is,” said Alice, ‘whether you CAN make words
mean so many different things.’

‘The question is,” said Humpty Dumpty, ‘which is to be master
— that’s all.’

Alice was too much puzzled to say anything, so after a minute
Humpty Dumpty began again. ‘They’ve a temper, some of them
— particularly verbs, they’re the proudest — adjectives you can do
anything with, but not verbs — however, I can manage the whole
of them! Impenetrability! That’s what I say!’

‘Would you tell me, please,” said Alice ‘what that means?’

‘Now you talk like a reasonable child,” said Humpty Dumpty,
looking very much pleased. ‘I meant by “impenetrability” that
we’ve had enough of that subject, and it would be just as well if
you’d mention what you mean to do next, as I suppose you don’t
mean to stop here all the rest of your life.’

‘That’s a great deal to make one word mean,” Alice said in a
thoughtful tone.

‘When I make a word do a lot of work like that,” said Humpty
Dumpty, ‘I always pay it extra.’

‘Oh!” said Alice. She was too much puzzled to make any other
remark.

Vem har nu makten 6ver spraket? Det har sprakbrukarna, svarar alltid
sprakvardarna. Och det &r forstas rétt svar. Men eftersom matematiken ar
ett kulturellt element och en subkultur,? s& kan svaret inte vara si enkelt
néar det galler de tva matematiska spraken, det utan formler och formel-
spraket. Héar kan man ana en spdnning. Manga hatar formler. De kan ha

2Se Kiselman (1997:46—47) om matematiken som kulturellt element och subkultur.
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makt att ta bort formler. I Nationalencyklopedin berémde sig fysikerna av
att kunna forklara fysik utan att anvéanda formler. Manga hatar ocksa det
matematiska fackspraket utan formler: det anses arrogant. Men matem-
atikerna &r ingen maktig grupp. Tvartom: de utgor en mycket liten grupp
med liten makt i samhallena dér de verkar. Det skulle vara intressant att
kunna utveckla dessa motsattningar narmare.

5. Om och omm

Vardagens sprak och matematikens &r olika. Vanligen har allménspraket
mer redundans &n matematikens sprak. En vanlig iakttagelse ar att ett
enda ord kan spela stor roll i en matematisk facktext, mycket storre an i
allménspraket med sin storre redundans. Detta vallar valkéanda problem i
utbildningen.

En annan skillnad ar att allménspraket ofta innehaller manga outta-
lade forutsdttningar. I matematiken bor férutsidttningar anges sa explicit
som mojligt. Detta gor det matematiska spraket tungt. Men att ange
forutsattningarna ar forstas nodvandigt, och ger en traning i logiskt tank-
ande.

Det matematiska fackspraket anvénder ofta ord fran vardagsspraket i
en ny betydelse. Visserligen finns det larda ord som algebra, topologi,
homomorfism och homeomorfism, men vardagsord som mdngd, foljd, familj,
grupp, ring och kropp férekommer ofta. Om man hor ett ord som homeo-
morfism sa forstar man att det betecknar nagot mer eller mindre avancerat
begrepp, men nar man talar om en grupp &ar det inte uppenbart att ordet
har en annan, precis betydelse. Hér finns hel skala, fran ord som féljd,
som har en betydelse ndra den vanliga, till ord som finare, starkare re-
spektive grévre, svagare (om topologier), som nirmast dr metaforer. Mall
Stalhammar (1997) har studerat metaforerna i facksprak och allménsprak,
dock inte inom matematiken. Det skulle vara intressant att utvidga hennes
studie till matematiken, men det star i all fall klart att det finns manga
paralleller mellan metaforerna i det matematiska spraket och dem som hon
studerar.

Vissa ord i allménspraket anvands ganska slarvigt — sett ur matem-
atikerns synpunkt. Ett vanligt exempel ar ordet om, som forekommer i
vardagsspraket lika vil som i det matematiska spraket. Men att orden
forekommer i de tva spraken innebér inte att de har samma betydelse. Man



Matematikens tva sprak 9

skiljer i vardagsspraket inte sa noga mellan om A C B eller A = B, eller
mellan om och om och endast om. Héar kan aterigen Lewis Carroll ge oss
ett exempel. Alice rakar ut for konflikten mellan de tva spraken i hans saga
Alice’s Adventures in Wonderland, kapitel VII, A Mad Tea-Party”

‘Do you mean that you think you can find out the answer to it?’
said the March Hare.

‘Exactly so,” said Alice.

‘Then you should say what you mean,” the March Hare went
on.

‘T do,” Alice hastily replied; ‘at least — at least I mean what I
say — that’s the same thing, you know.’

‘Not the same thing a bit!” said the Hatter. ‘You might just as
well say that “I see what I eat” is the same thing as “I eat what I
see” !’

“You might just as well say,” added the March Hare, ‘that “I like
what I get” is the same thing as “I get what I like”!’

“You might just as well say,” added the Dormouse, who seemed
to be talking in his sleep, ‘that “I breathe when I sleep” is the same
thing as “I sleep when I breathe”!’

‘It IS the same thing with you,” said the Hatter, and here
the conversation dropped, and the party sat silent for a minute,
while Alice thought over all she could remember about ravens and
writing-desks, which wasn’t much.

6. Vanligt och matematiskt sprak

Vi kan illustrera det sagda med ett diagram over de olika spraken. Inom
sprakvetenskapen anser man ofta att det ar talspraket som &r det grund-
laggande spraket; skriften &ar inget eget sprak utan blott en representation
av spraket. En formodligen auktoritativ formulering av denna standpunkt
ges av Kenneth Hyltenstam (1997:203): ”Sprak &r i grunden talade kommu-
nikationsmedel och tankeinstrument. De kan ha eller sakna skriftsprak.” I
varje fall &r det klart att sa ar fallet om man ser till sprakens totala historia
— ménniskan talade langt innan hon kunde skriva. Men i var tid blir skriften
allt viktigare, och det blir tydligt ndr man ser pa formlerna.



10 Christer Kiselman

Eftersom vi har muntligt och skriftligt sprak, allmansprak och matema-
tiskt sprak utan och med formler, sa far vi sex olika falt nér vi kombinerar
dem.

M, muntligt sprak S, skrift

M1, Allménsvenska S1, Skriftlig allménsvenska

M2, Muntligt matematiskt svenskt | S2, Skrivet matematiskt svenskt
facksprak facksprak

M3, Muntligt matematiskt S3, Skrivna matematiska formler

formelsprak

Hér ar det tydligt att spraket i ruta M3 inte kan styra det i S3, eftersom
formlerna utvecklas som skrift, och M3 i sjilva verket blott ar ett satt att
utldsa S3. Déremot &r ju, som vi konstaterat, M1 dominerande i forhallande
till S1, &ven om det finns en paverkan i den andra riktningen. Vad sa géller
M2 och S2 sa &r det klart att S2 ar relativt starkare &n S1 jamfort med M1,
eftersom man skriver matematik mer &n man talar matematik.

Man kan nu spekulera 6ver hur man lér sig de olika spraken. Och man
kanske till och med kan forska pa det ...

7. Formler fordrar vana

Matematiska formler maste uppfylla stringa syntaktiska regler. Men &ven

om de gor det kan de vara svarldasta. Det &ar latt att illustrera hur svart det

matematiska formelspraket kan vara genom att byta ut nagra bokstéver.
Vad betyder foljande?

VSeERVYa>03z>0VfeR |f-0|<z = |e(f) —<(d)| < a
Och vad betyder nésta formel?

JgVN>03eVp p>2e = |a, — gl < N.

Bada formlerna &r helt korrekt skrivna och bryter inte mot nagra regler
— utom den oskrivna som foljer av att vi vant oss vid vissa bokstéver. Men
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for en ny student dr de bokstédver som vanligen anvénds lika svara som de
ovanliga: allt ar ju nytt.
Svaret far vi om vi byter bokstdver. Transformera det férsta exemplet
s& hér:
(0,a,z, f,e) — (a,e,0,z, f).

Da blir det:
Vae RVe>030>0Vz eR |z—a|<d = |f(z)— fla)] <e.

Uttytt: Funktionen f: R — R &r kontinuerlig.
Transformera det andra exemplet sa hér:

(q’N’€7p)'_)(a’€7n7j)'
Da blir det:
JaVe>03nVj j>n = l|a; —a|<e.

Uttytt: Talféljden (a;);en har ett gransvérde.

8. Hur icke-matematiker laser matematiska tecken

Pa den gamla tiden, nar det fanns sekreterare som skrev ut uppsatser
pa skrivmaskin, sa kunde det bli sa hir. Forst skrev den matematiske
forfattaren ett tydligt € i sitt manuskript, senare otydligt, i 6vertygelsen att
sekreteraren skulle forsta att det syftade pa den forsta forekomsten. Men
sekreterarna tolkade ofta den andra férekomsten som en ny bokstav, kanske
(. For matematikerna var det sjalvklart att man inférde ett tecken for att
anvénda det flera ganger. Men inte for sekreterarna: det tyckte att den
andra forekomsten var helt annorlunda &n den forsta — och det var den ju.

9. Formelsprdk i tidningarna

I de flesta svenska tidningar klarar man att skriva diakritiska tecken i franska
namn, men inte i slaviska namn. (Det sdger nagot om sprakens hackordning
i Sverige.) Och formelspraket klarar tidningarna inte alls av. Hér ett litet
exempel:

Det stod H2SO4 i Upsala Nya Tidning 2005-02-05, sidan A24. Det ser
litet konstigt ut nar man ar van vid HoSOy.



12 Christer Kiselman

Men helt plétsligt gar det: i Dagens Nyheter 2005-03-06, sidan 18, stod
det e = mc?” med ljusfarten c i kvadrat. Virldens mest berémda formel
kan ju inte skrivas e = mc2. Men nagra dagar senare star det sa i alla fall.

10. Hur skriver vi tal?

Titta pa en enkel mekanism i skriftspraket, ndmligen hur vi stavar for att
kunna aterge korta och langa vokaler.

I svenskan skiljer man pa langa och korta vokaler: tal, tall; gran, grann.
Man brukar ju markera kort vokal genom att dubbelskriva foljande kon-
sonantbokstav (och kanske ar konsonanten verkligen langre). Ulf Teleman
(2002) berittar om hur svenskans stavning normaliserades genom en lang
och modosam process under 1700-talet. I finskan valde man en annorlunda
princip.

Om vi Oversatter bokstaverna till siffror, sa kanske det blir

tal, tall; gran, grann

301, 3011, 9704, 97044

Men i matematiken kan man fortsdtta pa ett sdtt som inte ar mojligt i
svenskan:

30111, 301111, 3011111, ..., 30111111111111111111111111111,...
talll, tallll, talllll, ..., ta2111111111111111111111111111,...

970444, 9704444, 97044444, ..., 97044444444444444444444444, . ..
grannn, grannnn, grannnnn, ..., grannNONDNONONNONONONONNNDN, . ..

Vi ser att medan man i svenskan kan ga fran ett n till tva men inte till
tre eller fyra, sa generaliserar man i matematiken den processen och kan
ga till vilket dndligt antal som helst. Man kan sidga att spraken antyder
en viss vag, och matematiken tar fasta pa denna antydan och rusar i vag
hur langt som helst utan att behéarska sig. Spraken lugnar ner sig och
démpar tendensen att rusa i vég; matematiken ar obehéirskad och gar rakt
pa langt utéver det som &r rimligt. Ty fa kan i ett 6gonkast avldsa ett tal
som 30111111111111111111111111111111. (Och mycket riktigt skriver man
sillan sadana tal. Man skriver ju oftast i stéllet avrundat 3,01 - 103! eller
30,1 kvintillioner.)

Detta lilla exempel far mig att tdnka pa hur oerhért kompakt det matem-
atiska spraket dr. Talet 97044444, som vi just sett, blir ju, om man skriver
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det mindre kompakt:
4-1+4-10+4-100+4-1000+4-10 000+0-100 000+7-1 000 000+9-10 000 000
eller

4-10°4+4-10'+4-1024+4-10>4+4-10*4+0-10°+7-10+9 - 107,

och de langre talen blir forstas &nnu langre. Den matematiska forklaringen
kan aterigen skrivas litet kortare som

8
E a;j 107, dirap=a1 =ars =az=as =4, a5 =0, ag =7, ag = 9.
0

Om man skulle tréffa pa en varelse fran en annan planet som var matema-
tiskt kunnig men inte kdnde till sittet att skriva heltal, sa skulle man nog
forklara positionssystemet s& har. Men nér sma barn lar sig detta system,
sa gar de till viga pa ett litet annorlunda séitt, gissar jag.

Sma barn lar sig att skriva ganska stora tal, och det som ligger bakom &r
forstas en genialisk uppfinning, dar fyran betyder helt olika saker beroende
pa var den star. Det &r mycket langt ifran det gamla sprakliga idealet ett
tecken — en betydelse.

Vi kan ga vidare pa denna vag och betrakta ett polynom

8
P(x) = Z a;xd.
0

Det tal vi borjade med &r alltsa polynomets virde P(10) i punkten = = 10.
Talet ar ett polynom i basen 10, men koefficienterna far inte vara negativa
eller storre an 9. Om man med Tom Lehrer saknar tva fingrar,® sa tittar man
i stallet pa polynomets véirde i punkten z = 8, alltsa P(8). Forklaringen som
jag givit 1 matematiska termer ar alltsa ganska komplicerad. Men den kan,
matematiskt sett, inte goras enklare: det visar hur avancerat och extremt
forkortat beteckningsséttet for vanliga heltal ar.

3”The book [...] wants you to do it in base 8. But don’t panic. Base 8 is just like base
10, really. If you’re missing two fingers.” (Citat fran visan "New Math” pa hans skiva
That Was The Year That Was (1965).)
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Inom algebran brukar man ju skriva produkten av tva tal a och b som
ab utan nagot tecken mellan bokstdverna. Men om a = 2 och b = 3 sa
kan vi ju inte sétta in dessa tal i produkten: da skulle vi ju fa ab = 23.
Vi maste plotsligt byta beteckningar och skriva ab=a-b =2-3 = 6 eller
ab=axb=2x3=6. Sa till och med detta att skriva tva storheter brevid
varandra &r ett avancerat teckensystem, och sa populdrt att det betyder
minst tva helt olika saker: ab # 10a + b (for det mesta).

11. Sprékens algebra

Vi tittar pa nagra vanliga ord: stol, stol-en, stol-ar, stol-ar-na, stol-s, stol-
en-s, stol-ar-s, stol-ar-na-s, sjuk-hus, sjuk-hus-arbete, sjuk-hus-miljo, skol-
hus, skol-arbete, skol-arbets-lag, skol-larare, skol-lirar-strejk. Vi ser hur de
olika ordelementen kan fogas ihop. Inte godtyckligt, men i all fall med en
viss frihet. Denna ordelementens algebra ar mer eller mindre regelbunden i
olika sprak. I engelska och franska &r den mer oregelbunden &n i svenska; i
turkiska och esperanto dr den mer regelbunden &n i svenska.

Och sa forstas bokstéverna. Vi kan bilda manga ord fran ett par bok-
staver: ort, rot, tro, tor, men inte otr, rto. I en matematisk algebra skulle
alla sex produkterna ort, otr, rot, rto, tor, tro kunna bildas. Spraket kommer
med andra regler som géller uttalet och underkénner vissa kombinationer,
men godkanner tillrdckligt manga for att analogin med algebran skall vara
tydlig. Rekordet kanske innehas av bokstaverna a, k, s: vi kan bilda aks
(ax), ask, kas, sak, ska men inte ksa, dvs. fem av sex kombinationer &r
rimliga svenska ord. Om vi tar a, I, m duger tre av sex kombinationer som
ord, alm, lam, mal, men inte aml, Ima, mla.

Andelserna -ar och -na kan anvéndas till ordet bok (tridet): bok, bok-
ar, bok-ar-na, medan det vanligare bok, bock-er, biock-er-na uppvisar en
fordndring, for att nu inte tala om mus, méss; gas, gass; smorgas, smorqgass.
Och andelsen -na har en helt annan roll i blek, blek-na; vit, vit-na; svart,
svart-na; gul, gul-na; rod, rod-na; stark, stork-na. Nu skall man inte tro
att sadana dubbelbetydelser som hos -na inte forekommer i matematiken.
Det gor de visst — téank pa vad det betyder att skriva tva symboler brevid
varandra utan nagot tecken emellan.

En vanlig adjektivindelse &r -isk eller -sk. I neutrum blir det forstas
-iskt respektive -skt. Sa till substantivet kust kan vi bilda adjektivet kustsk,
eller hur? Och i neutrum blir det kustskt. Sa har vi genitiv-s, som kan fogas
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aven till adjektiv: kustskts. Kan detta forekomma naturligt? Tja, man kan
tala om en wvastkustsk skuta och ett vdstkustskt skepp och i genitiv blir det
da kanske: ett ostkustskt skepps segel jimfort med ett vistkustskts. Detta
visar hur langt bokstavsalgebran kan drivas. Detta &r redan pa grénsen av
vad som kan uttalas. Langre kan man knappast ga.

Om ni tycker att detta ar for extremt, ténk da pa ett reellt tals absolut-
belopp jamfort med ett komplexts.

12. Parenteser

Parentestecknen har en anvandning inom matematiken som liknar den de
har i vanligt skriftsprak, men kanske &nnu mer den som kommatecknen har.
I det vanliga spraket skriver man ogérna en parentes inne i en annan,
alltsa (...(...)...). Detta gor matematiker utan att tveka. Man kan till ex-
empel ha ett uttryck som 7— (4 — ((5 — 1) — (3 — 2))). Det kan tydas sa
att varje vansterparentestecken flyttar ned uttrycket till en ldgre niva, och
varje hogerparentestecken lyfter upp det till en hogre niva. Askadligt:

T-(4-((5-1)-(3-2)))
T—14-1l5-17T- 132717

Niva 0|7 —

Niva —1 4 —

Niva —2 -

Niva —3 5—1 3—2

Men kommatecken! Dem skriver de klassiska humanisterna gérna. Det
ansags en gang mycket fint att néstla in bisatserna i varandra. Nu avrads
man fran detta, men vi kan i alla fall begrunda féljande exempel.

Jag, som, utan att fraga dig, en av mina bdsta vinner, om rad, tror mig
ha forstatt vad du tycker, vill inte aka.

Niva 0 | Jag | vill inte aka.
Niva —1 som | tror mig ha forstatt vad du tycker 7
Niva —2 utan att ha fragat dig | om rad

Niva —3 en av mina bésta vinner 7
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Observera att man kan ldsa bara niva 0 eller bara nivaerna 0 och —1
eller bara nivaerna 0, —1 och —2.

Bisatserna inom kommatecknen far en struktur som liknar matematikens
parenteser.

Ett klassiskt exempel i samma bransch &r det f6ljande av August Strind-
berg, hér citerat efter Josephson (2004:34): Varuti just orsaken, varfor
staten, sedan de av proskriptionen de storsta brott blivit fodda, ramlade,
lag. Strindberg ironiserar har 6ver latinets satsfogningar, men exemplet ar
inte sa komplicerat som det forsta: det gar bara ned till niva —2.

Parenteser brukar orsaka problem i matematiken. Egentligen ar ju bi-
satser inom komma ett sndpp svarare att avkoda, ty kommat visar inte om
man skall ga ned eller upp, medan parentestecknen har riktning: ( betyder
att man skall ga ned en niva och ) att man skall ga upp.

13. Utbrytning

Att bryta ut det gemensamma ar nagot som man sysslar med bade i spraken
och matematiken. Vi har exemplen wvdzt- och djurliv, hjart- och lungsjuk-
domar, dar liv respektive sjukdomar ar ett gemensamt element, som kan
brytas ut: wvdaztliv och djurliv = (vdzxt och djur)liv. Det kallas "utbrytning
av det gemensamma’”. Samma ord, just utbrytning, anviander man i matem-
atiken: formeln ac+bc = (a+b)c kallas utbrytning av en gemensam faktor c.
Jag vet inte vilken av anvindningarna som &r &ldst eller om nagon inspirerat
den andra.

14. Hur ldngt kan man rakna?

Kaurna (uttalas [ga-irna] tror jag) ar ett australiskt sprak, som talades i
ett omrade néra Adelaide. Den sista person som talade kaurna flytande
dog 1929; hon hette Ivaritji eller Ibaritji pa kaurna, Mrs Amelia Taylor pa
engelska (Amery & Simpson 1995:146). Men den nist siste talaren dog 1907,
sa under sina 22 sista levnadsar hade hon ingen att tala med pa kaurna (Rob
Amery, personligt meddelande 1997-07-24). Hennes 6de &r inte unikt.
Emellertid ar spraket inte dott. Det har aterupplivats. Det dokumenter-
ades under 1840-talet av Christian Teichelmann och Clamor Schiirmann fran
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Dresden. Nu har en forskare, Rob Amery,* verkat for ett aterupplivande,
och det finns ater talare. Kaurnafolket, som hade Gvergatt till engelska,
har &verlevt och de har nu i viss utstriackning borjat tala sitt gamla sprak.
Dock kan man inte veta om det nuvarande uttalet ar lika med det pa 1800-
talet. Man har rekonstruerat uttalet fran Teichelmanns och Schiirmanns
uppteckningar och med analogislut fran grannsprak.

I kaurna fanns féljande rakneord.

Rakneord i kaurna

kuma
purlaitye
marnkutye
yerrabula

=~ W N =

Det ar dock inte sa att kaurnafolket inte kunde rdkna langre &n till fyra.
(Tanke och ord &r inte samma sak.) For sina barn hade de bendmningar
enligt f6ljande tabell (Amery & Simpson 1995:146):

Forstfodda dottern | Kartanya, Kartiato|Forstfodde sonen | Kartammeru
Andra dottern Waruyu Andre sonen Waritya
Tredje dottern Kudnato Tredje sonen Kudnuitya
Fjarde dottern Munato Fjarde sonen Munaitya
Femte dottern Midlato Femte sonen Midlaitya
Sjétte dottern Marruato Sjétte sonen Marrutya
Sjunde dottern Wanguato Sjunde sonen Wangutya
Attonde dottern | (not recorded) Attonde sonen | (not recorded)
Nionde dottern Ngadlaato Nionde sonen Ngadlaitya

Man har nu infért rdkneord utgaende fran dessa ordningstal fér barnen
(Rob Amery, personligt meddelande 1997-08-11):

4Rob Amery hade en halvtidstjanst vid University of Adelaide nér jag traffade honom

1997. Han ville inte ha mera: halva aret var han universitetslarare; den andra halvan
levde han med kaurnafolket — utanfér penningekonomin. Nu &r han vid University of
South Australia i Adelaide.
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Rakneord i kaurna med nya former

kuma
purlaitye
marnkutye
yerrabula
*mila
*marru
*wangu
*ngarla
*paua
10 | *kumirka (from kuma ‘one’ + irka ‘heap’)
11 | *kumirka kuma
12 | *kumirka purlaitye
20 | *purlirka
100 | *kuma partirka (from parto ‘big’ + irka ‘heap’)
1000 | *kumauatta (from kuma ‘one’ + tauatta ‘many’)
1000000 | *kumiwurra (from kuma ‘one’ + wiwurra ‘multitude’)

OO UL W N+

©

Amery anmarker angaende namnet pa talet fem, mila: "We avoided the
prestopped form midla = midla ‘woomera’.” (Det engelska ordet woomera,
registrerat forsta gangen 1793, betyder enligt Webster ’a wooden rod with
a hooked end used by Australian aborigines for throwing a spear’).

Det nutida spraket kaurna &r alltsa ett delvis konstruerat sprak. Inte
heller detta ar unikt.

Vi kan notera att orden for talen ett till och med fyra inte alls paminner
om dem for de fyra forstfédda dottrarna eller sonerna. Jag vet inte vilken
forbindelse som fanns mellan dessa ordfamiljer. For talen fem till och med
nio finns nu en tydlig férbindelse — hur uppfattas den av talarna? Vi kan
som jamforelse notera att de tva forsta ordningstalen pa svenska inte liknar
motsvarande kardinaltal: den forsta, ett; den andra, tva, medan de gor det
fran och med den tredje, tre.

Ett annat ord som behovs nufértiden ar dator. Pa kaurna heter dator
muka muka karndo, ordagrant ’blixthjarna’, bildat av mukamuka "hjarna’
och karndo 'blixt’. Pa grund av att tiden gar allt fortare har man numera
kortat ned detta nagot omstandiga uttryck muka muka karndo till mukarndo
’dator’. Detta var en parentes.
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15. Matematiska ordbocker

En ordbok kan, nagot forenklat, ses som en lista med ord bildade fran
ett alfabet och med upplysningar om vilka ord som &r synonyma, dvs.
har samma betydelse. Lat oss starta med ett litet alfabet, med blott tva
bokstaver a och b. Vi kan da bilda en massa ord, till exempel abb, abba
och ababbbbabbabaaaaabbbabbababbbaba. Vi maste ocksa tillata det tomma
ordet. Det &r inte sa lampligt att skriva det tomma ordet som ett tom-
rum, ty tomrummet behdvs for ett annat syfte: det &r redan upptaget som
en viktig beteckning for ordmellanrum. Alltsa hittar vi pa nagon annan
beteckning for det, till exempel e.

I ordboken finns dessutom synonymregler, till exempel att aa ar syn-
onymt med det tomma ordet, dvs. aa = e, och pa samma satt att bb ar syn-
onymt med det tomma ordet, bb = e. Genom att anvénda dessa tva regler
kan man férenkla varje ord som innehaller upprepningar. Exempelvis kan
abaabbbababababababbbb forenklas till abeebabababababaee och efter ytterlig-
are steg till bababababa. Vi behover alltsa endast studera ord som innehaller
a och b alternerande. Det finns fortfarande odndligt manga ord i spraket.

Vi kan nu lagga till flera regler, till exempel en som sager att bab = aba.
Man ser latt att varje ord med mer adn tre bokstéaver kan forenklas till ett
ord med hogst tre bokstéaver. Exempelvis blir abab = a(bab) = a(aba) =
(aa)(ba) = ba och baba = (bab)a = (aba)a = (ab)(aa) = ab. Vi ser att alla
ord bildade av a och b kan forenklas till ett av de sex orden e, a, b, ab, ba, aba.
Nu finns det alltsa bara dndligt manga ord i spraket.

Detta betyder att vi har ett litet sprak dér varje ord bildas av tva
bokstaver a,b och déar vi har en synonymordbok med tre regler: aa = e,
bb = e, bab = aba.

Lat oss gora en tabell 6ver alla sammanséttningar av de sju orden e, a,
b, ab, ba, aba, bab utan att anvinda synonymordboken:
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S3 e a b ab ba aba bab
e e a b ab ba aba bab
a a aa ab aab aba aaba abab
b b ba bb bab bba baba bbab

ab ab aba abb abab abba ababa abbab
ba ba baa bab baab baba baaba babab
aba | aba abaa abab abaab ababa abaaba  ababab
bab | bab baba  babb babab babba  bababa  babbab

Lat oss sedan forenkla denna genom att anvénda reglerna aa = e och
bb = e. Da blir det:

S3 e a b ab ba aba bab
e e b ab ba aba bab
a a e ab b aba ba abab
b b ba e bab a baba ab

ab ab  aba a abab e ababa b

ba ba b bab e baba a babab

aba | aba ab abab a ababa e ababab

bab | bab baba ba  babab b bababa e

Till slut infor vi regeln bab = aba och kan forenkla ytterligare:

S3 e a b ab ba aba aba
e e a b ab ba aba aba
a a e ab b aba ba ba
b b ba e aba a ab ab

ab ab aba a ba e b b

ba ba b aba e ab a a

aba | aba ab ba a b e e
aba | aba ab ba a b e e

Vi ser nu att den sista raden och den sista kolonnen ar 6verflodiga. Om
vi tar bort dessa, sa far vi en fullstdndig tabell:
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S3 e a b ab ba aba
e e b ab ba aba
a a e ab b aba ba
b b ba e aba a ab

ab ab aba a ba e b

ba ba b aba e ab

aba | aba ab ba a b e

Vi ser att man genom sammansattning aldrig kan komma utanfér de
sex orden, dvs. de sex orden kan sammanséattas hur mycket som helst med
varje annat ord och man kan alltid reducera resultatet till ett av dessa sex.
Spraket blir alltsa inte storre &n sa.

Det jag just har beskrivit kallas inom matematiken for en grupp. Termen
ar en av dessa ganska manga vardagliga ord som fatt en alldeles speciell be-
tydelse i matematiken. Det &r en grupp med sex element. Den beskriver
alla permutationer (omkastningar) av tre objekt, till exempel siffrorna 1,
2, 3. Det finns sex sitt att ordna dessa tre siffror, namligen 123 (e), 132
(b), 213 (a), 231 (ab), 312 (ba), 321 (aba). Tabellen beskriver har dessa
omkastningar sitts samman, dvs. vad som hander nar man kastar om, per-
muterar, objekten upprepade ganger. Gruppen &r alltsa gruppen av alla
permutationer av tre element, ibland betecknad Ss.

Teorin for grupper ar en viktig matematisk teori, och alla grupper kan
uppfattas som en samling ord skrivna i ett visst alfabet tillsammans med
en synonymordbok som talar om vilka ord som &r synonyma.

Ett skriftsprak med ett lexikon 6ver alla ord och deras synonymer ar
alltsa nagot som man anvéander sig av i gruppteorin. Sprakligare dn sa kan
det val knappast bli.
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Framlingskapet till formelspraket
— om den andra matematiken”

Vad héiinder med barns matematiska intuition och intresse ndr det moter mate-
matiska formler? Har formler ndgot innehdll, och i sa fall vilket? Finns det
sdrskilda kunskaper om formelsprdket som dr viktiga men som inte har nagon
direkt motsvarighet i intuitiv eller idémdssig matematikforstdelse? Hur reflek-
terad kunskap om forhdllandet mellan matematikinnehdll och matematik-
formler har matematiklirarna? Ar det viktigt?

Inledning

Uttrycket ”den andra matematiken” som forekommer i1 rubriken anvinds hér
som ett samlingsbegrepp for tyst och outtalad kunskap i matematik. Det dr sadan
matematisk kunskap som séllan formuleras eller férmedlas, men &r vérdefull for
elever/studenter ndr si sker. Man kan givetvis tdnka sig tyst kunskap av manga
skilda slag.

Det finns anledning att formoda att matematik &r ett imne som innehaller stora
mingder tyst kunskap, varav flera typer kan urskiljas i1 relation till formel-
spraket. Tyst kunskap dr ofta svar att pavisa, man far forlita sig pa indirekta me-
toder. Indicier pa tyst kunskap kan tas fran undervisningspraktiken. Vi har den
frinvarande dialogen mellan studenter och lidrare i matematikdmnet i allménhet.
Detta trots ldrarnas sa ofta uttalade vilja att nd dialog och att trina studenters
verbala matematiska formaga. Amnets abstrakta karaktir kanske gor att det sna-
rast skulle behovas mer verbalisering dn i andra dmnen, och inte mindre. Ett an-
nat indicium &r att manga studenter pa hogskoleniva finner matematikldrobock-
erna olésliga, samma bocker som ldrarna allmént anser dr tydliga, sakliga och
har en bra framstéllning.

I denna text formuleras och diskuteras en distinktion av matematisk kunskap i
tre typer: konkret, abstrakt idémissig och abstrakt formelméssig. Med idéméissig
abstrakt matematik avses alla sétt att beskriva, skissa eller antyda matematiska
idéer och sammanhang som inte forlitar sig pa formelsprik. Uthalligt arbete med
konkret matematik 1 skolan leder ofta till idémaéssig abstrakt kunskap, men hur
denna ocksa ska leda till en formelméssig kunskap som hinger ihop med den
idémaissiga dr ett annorlunda och svarare problem.
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Ansatsen dr sdledes att inte se matematikens innehall och sprik som oskiljaktiga.
De ses inte heller som separata. De tva dr mycket olika men sammanvévda.
Spraket dr stindigt synligt och hanterbart for oss, svarta symboler pa vitt papper
som vi kan skriva pa valfria sitt. Innehallet ”borde” vara tydligt och kristallklart
som spraket, men dr nistan aldrig det. Det dr oftast delvis klart, delvis oklart och
halvt franvarande. Men innehéllet &r trots dess stindiga partiella frinvaro me-
ningen och syftet med de sprakliga symbolerna och deras manipulationer.

Ur idéméssig synvinkel ter sig ofta detta innehdll mindre franvarande. Det finns
mycket som tyder pa att i riktning mot klyftan mellan idémaéssig och formel-
maissig matematik kan man finna verkningsfulla forklaringar till matematikens
svarigheter och elevers avtagande matematikintresse under skolan. Att ldra sig
ett sprak, dven matematikens formelsprak, som vi kan kalla "matematiska”, in-
nebir alltid hantering av ord och/eller symboler, som har egna sprakliga regler.
Det kridver en separat uppmérksamhet. Det kan vara sa att om det matematiska
innehallet oavbrutet fokuseras sa forhindras och forsenas ldrandet av formel-
sprakets regler, beteckningssitt och funktioner. Det leder nagot paradoxalt till en
allt storre svarighet att se matematiskt innehall, eftersom det skrivs huvudsakli-
gen pa formelsprak, liksom att delta i dess aktiviteter. I detta sammanhang finns
kanske en stor del av ”den andra matematiken”.

Idémissig och formelmissig matematik ses som tva skilda sitt att beskriva vé-
sentligen samma matematiska innehall. Vad &r da detta innehall for nagot? Vad
ar de matematiska formlernas semantik? Om vi talar om tva sitt att beskriva ett
matematiskt innehall, déar det ena domineras av naturligt sprak och det andra av
matematikens formelsprak, och om vi &r intresserade av det matematiska inne-
héllet, sa har vi i matematiken en viktig spraklig fragestéllning. Detta &r inte
forvanande med tanke pa att matematiken dr det enda &mne som har ett eget
specialsprak som anvinds pa alla nivaer. Den ihallande tystnaden i matematik-
klasser kan ocksa indikera ett sprakligt problem. Elever finner det &r olampligt
att anvinda sitt modersmal nér det star matematik pa schemat.

Sprak dr fundamentalt ménskligt och ddrmed i princip oreflekterat pa liknande
sdtt som vart sitt att gd eller sitt att rora stimbanden vid tal. Det &dr darfor inte
forvanande att matematiker och matematikldrare som dr djupt engagerade i ma-
tematikens innehall inte artikulerar det sprakliga problemet. Sprak anvinds for
att se ndgot annat, det som orden pekar pa. Det matematiska innehallet 4dr dess-
utom sérskilt svartillgdngligt, vilket 6kar dess fokusering. Det gor det dnnu sva-
rare att fa syn pa spraket som ett sjilvstindigt problem.
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I artikeln definieras dven en annan indelning av matematikkunskap 1 tre typer,
nu utifrdn formelspraket. Det dr 1. Kunskap “dver formlerna” — om hur formler
kan anvindas och kalkyler goras for att lyckas med matematisk problemldsning.
2. Kunskap ”pd formelniva” — om vilka regler som giller for formelspraket. 3.
Kunskap “under formlerna” — om formlernas semantik/inneborder.

Dessutom beskrivs, exemplifieras och diskuteras fyra typer av innebdrder — un-
deravdelningar till "kunskap under formlerna”. Det 4r 3A. Numerisk, 3B. Idé-
maissig matematisk, 3C. Idémassig tillimpad, och 3D. Personlig.

Matematikens ovanliga egenskap ir dess generalitet: att andra vetenskaper ryms
under dess formler. Detta gor att matematikens egna begrepp blir svaratkomliga.
De dr ”genomsnitt” av de andra vetenskapernas begrepp, vad som dr gemensamt
hos dem, eller av matematiken sjilv genererade begrepp. Saledes: i matematiken
har vi ett ovanligt tydligt och véldefinierat sprik, som tillater mycket breda tolk-
ningar, men vars “egna’” begrepp ddrmed ofta dr avldagsna — just pa grund av den
stora tolkningsbredden.

Sprakligheter hos matematiken

En diskussion om matematiska sprikligheter kan utga fran tva uppenbara obser-
vationer:

1. Inget amne har ett eget specialsprdk som anvénds sa flitigt som mate-
matiken anvinder sitt. Formelspraket trinas fran skolans forsta ar, och ar
helt dominerande i forskning. Det har en central plats i varje text som
handlar om matematik.

2. Det matematiska formlernas semantiska innehall &dr betydligt mer svar-
gripbart dn innehédllet i andra &mnen. Ddrmed dr man i storre grad hinvi-
sad till formlerna (orden) som sadana.

Den forsta punkten kan sdgas hora hemma 1 matematikimnets praktik - att for-
melspraket anvinds pa ett sitt som ger det en huvudroll. Den andra dr en obser-
vation av matematikens karaktir - som kunskap om abstrakta forhallanden. Till
dessa tva observationer kan lidggas en tredje ovan ndmnda:

3. Det forefaller notoriskt svart att fa till stdnd verbalisering av matematik
1 skolan.

Verbalisering har varit ett uttalat mal i skolan under manga &rtionden, men
framstegen tycks vara minimala. Det forefaller som om elever tvekar att anvén-
da sitt modersmal i matematikdmnet, mer dn i andra amnen. Har denna tvekan
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att gora med att i matematikdmnet forekommer ytterligare ett sprak — formel-
spraket? Hammar det modersmalets anvindning, har vi en konkurrens mellan
sprak? Om sa ir fallet, dr det istidllet mojligt att anvanda modersmalet for att er-
ovra bade matematisk kunskap och kunskap om och skicklighet i detta special-
sprak.

Vad dr matematiska?

Lat oss kalla matematikens formelsprak for “matematiska”. Det betyder vad som
skrivs med siffror, bokstdver som ersétter siffror eller méngder, tecken for ope-
rationer (som +, —, [, 0, > ,U,N) och péstdenden om vad som giller operationer-
na (som =, >, #, €, C). Termen ’matematiska” kommer att anviandas frimst néar
formelsprakets egenskaper jaimfors med andra spraks egenskaper. Matematisk
terminologi, som “addition”, kontinuitet”, kan vi ridkna till matematiskt fack-
sprak snarare &n till matematiska. De lyder under svenskans grammatik.

Precis som naturliga sprak har matematiska en grammatik. Om den inte dr upp-
fylld 4r det omojligt att avgora om ett pastaende &r sant eller inte. Har dr tre enk-
la exempel:

Exempel pad Matematiska Svenska

Sanna péstaenden 3+4=7 Grodor har tva 6gon.
Falska pastaenden 3+4=58 Grodor har tre 6gon.
Icke-pastaenden 3(4=19 Tre grodor dgon.

Men var himtas sanningarna? Hur kontrollerar man vad som é&r sant? I exemplet
ovan, for pastdendet pa svenska, hdmtas sanningshalten fran biologi. Matema-
tiken har ddaremot sina egna sanningar, och dr darfor inte endast ett sprak. Det dr
en vetenskap — matematiker undersoker vad som giller och vad som inte géller.

Matematiska &r inte nagot sjdlvstindigt sprak. Det anvinds tillsammans med
naturligt sprak for att uttrycka en viss typ av pastaenden, som ursprungligen
giller kvantitativa forhallanden. Pa sa sitt kan matematiskan beskrivas som ett
hjélpsprak till naturligt sprak. Emellertid uttrycks oftast den viktigaste informa-
tionen i en matematisk text pa matematiska, sd det dr oerhort viktigt for en lidsare
att kunna dechiffrera och anvénda det.

Jamforelser mellan matematiska och naturliga sprak

Esperanto dr ett konstruerat sprak. Det &r konstruerat av en enskild person: den
polsk-judiske likaren Ludwig Zamenhof. Ar matematiska ett konstruerat sprak?
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Nej, knappast. Matematiskans grammatik véxte fram som en kortfattad version
av naturliga spraks grammatik, men har sedan dess utvecklats genom det egna
innehallets dynamik, dvs. styrt av de behov matematikerna upplever. Spraket dr
inte konstruerat av nagon individ, det dr framvuxet under en lang period i en
specifik kultur: i en internationell vetenskaplig kultur. Det &r inte alltid kons-
ekvent, och det innehéller undantag, till skillnad fran esperanto. I matematiska dr
det i storre grad dn i naturliga sprak tillatet for en enskild anvéndare att gora
egna limpliga sprakliga uppfinningar. De kallas definitioner.

De flesta av oss moter matematiska i forskolan eller tidigt i skolan. Ar detta &ld-
rar d4 matematiska kan lidras helt intuitivt, som modersmalet? Om man ser till
hur elever anvinder matematiska, forefaller det som om spréket &r ett gréinsfall i
detta avseende. Svaret tycks dock oftare vara nej én ja.

Matematiska dr ett internationellt sprak. I likhet med kinesiska uttalas matema-
tiska pa vitt skilda sitt, men skrivs pa samma sitt. Likheten med kinesiska bestar
i att tecknen inte representerar fonem, uttal, som i europeiska sprak, utan bety-
delser.

Till detta kan ldggas att matematiska dr speciellt genom att dess talspraks-
karaktér dr underordnad. Spraket ldses och skrives mer dn det talas. Det &r van-
ligt att det upplevs som omdjligt att beskriva matematiska formler per telefon.
Denna egenskap hos matematiskan dr en sérskild svarighet for striavan att verba-
lisera matematik.

Om matematisk kommunikation

Sprak ér till for kommunikation mellan ménniskor. Giller detta matematikens
sprak? Ja ibland, men pa ett mer indirekt sdtt dn for naturliga sprik. Matema-
tikens praxis dr till stor del ensamarbete. Matematiker arbetar till stor del en-
samma med sina bocker och sitt tinkande, och elever arbetar ofta ensamma 1
laroboken. Huvuddelen av matematisk skriftlig verksamhet dr sidkerligen inte
kommunikation — den lédses aldrig av nagon annan. Den som lidses av nagon an-
nan dr ofta anonym — man vet inte vem som kommer att vara mottagaren. Det
giller studenter och elever som lédser larobocker, och giller ocksa publicerade
forskningsrapporter. Halv-anonym kan man beteckna en ldrares undervisning i
en klass, den riktar sig inte till en kéind person men till en kénd grupp. Den ma-
tematiska kommunikation som inte 4r anonym bestar av ldrare som liser ele-
vers/studenters 10sningar, samarbetande lirare eller forskare, samt verbal kom-
munikation. Sammantaget tycks den icke-anonyma skriftliga matematiska kom-
munikationen ha en liten volym, och den som finns domineras av réttning — dvs.
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ett kontrollsyfte. I verbal kommunikation &r nog kontrollsyftet mindre fram-
tradande och sannolikt 1 hogre grad gemensamma utforskningar om matematiska
forhallanden.

Att na fram till matematikens idéer
Matematik: konkret och abstrakt

Manga lédrare i skolan lyckas vil med att bygga upp en god forstéelse for ab-
strakta begrepp hos barnen genom att arbeta med manga skilda exempel for ett
visst matematiskt begrepp. Om man borjar med att tridna forstaelse for brak ge-
nom att dela en pizza i bitar, och direfter 6vergar till andra exempel dédr den ma-
tematiska idén &r likartad, sa kan brakens exklusiva koppling till pizzor blir allt
svagare for varje nytt exempel som man arbetar med. Det matematiska begrep-
pet “brak” kan utkristallisera sig, vinna sjélvstiandighet, och bli allt mindre knu-
tet till specifika tillampningar, dock lika anvéndbart. Arbete med konkret mate-
matik kan, naturligtvis, leda till insikter om abstrakt matematik.

Abstrakt matematik: formel- och idémdissig

Den ovan beskrivna grundlidggande didaktiska metoden, frén konkret till ab-
strakt genom manga exempel, avspeglar en central komponent i matematikens
natur. Grundldggande matematik kan sdgas ha vuxit fram som en tillimp-
ningsoberoende formulering av sadana kvantitativa samband som visat sig gilla
for manga skilda sammanhang. Detta sett ur méansklighetens synvinkel, vars me-
tod genom historien har varit och dr stindigt kommunicerat och ihérdigt provan-
de och sokande. Matematiken kan dérfor lika vil ségas beskriva ménskliga syn-
sétt som invarianta egenskaper hos tillvaron. Vi kan inte veta vad som &r tillva-
ron” och vad som 4r "ménskliga synsitt”.

Kan abstrakt matematik vara formler utan idéer?

Men efter denna upptickt, efter att denna tillimpningsoberoende formulering ar
gjord, finns mojligheten att arbeta med siffror och formler direkt, utan referens
till nagon tillimpning. De flesta lér sig rdkna med 1, 2 och 3, och dven anvinda
dem i lampliga praktiska situationer, utan att nagonsin fundera 6ver vad “etthet”,
“tvahet” och “trehet” kan betyda. Man kan kinna sig helt och héllet hemma med
symbolerna 1 sig, vilket &dr en typ av matematikkompetens. Men i och med form-
lerna infinner sig problemet att idéerna, som &r synliga i det konkreta, kan for
elever helt forsvinna ur synfiltet pa grund av ett frimlingsskap gentemot mate-
matiska siffror och/eller formler. Detta dr ett utpriglat lingvistiskt problem.
Sambandet mellan matematiska formler och matematiska begrepp ér en central
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och underskattad friga. Atminstone pa grundskoleniva ir det mojligt att tilligna
sig en god forstielse for idéméssig abstrakt matematik utan en forstaelse for
formelmaissig matematik. Dessutom kan avsaknaden av formelmassig forstaelse
kan t.o.m. reducera eller omintetgéra den idémissiga, eftersom den formel-
maéssiga ofta anses befinna sig pa “en hogre niva”. Tidiga former av forstielse
betraktas ofta som barnsliga och inadekvata i ljuset av senare former av forstael-
se, dven om de ar korrekta och fundamentala.

Denna avsaknad av formelmissig forstdelse kan ha méinga aspekter, vilka dr mer
eller mindre oberoende av varandra. Det kan vara att det idémaéssiga saknar for-
bindelse med det formelmaéssiga, eller att motivation och mening med det for-
melmaéssiga saknas, eller att lust for arbete med former saknas, eller att man inte
forstar, kan komma ihdg eller anvinda de regler for riknandet som giller for
formler. Denna klyfta mellan det idéméssigt abstrakta och det formelméssigt
abstrakta dr starkt relaterad till matematikens lingvistiska sardrag. Vi ater-
kommer till dem senare.

Konkret, abstrakt idémdissig, samt abstrakt formelmdissig

Man kan alltsa tala om tre dominer for matematisk kunskap: konkret, abstrakt
idémissig, och abstrakt formelmaéssig. De antyds i foljande figur, som ocksa in-
nehaller nigra enkla exempel.

Abstrakt Abstrakt

idémaissig formelmiissig
Kwvot, andel, storre dn, %, (1+1)x, 1/3 + 1/4,
namnare, brak, ... 2/6,>,<,<, ...

[katergorin mossor] [’mossa’]

Konkret
Pizzabitar, tartbitar, dpp-
le-delningar,...
[faktiska mossor]

I figuren finns ett icke-matematiskt exempel som illustrerar indelningen — ”mos-
sa”. Med [faktiska mossor] menas de som ligger pa hyllan i hallen. Med [kate-
gorin mossor] menas vad du och jag kallar mossor, till skillnad frdn vad vi inte
kallar mossor. Det &dr den kategorisering vi lirt oss och anvénder. Den dr delvis
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individuell, fordndras under livet, men lever framforallt i var kultur. Den byggs
upp hos barn genom exempel och reflektion. Med [’mdssa”] menas ordet "mos-
sa”. Ordet kan givetvis létt hanteras sprakligt om man &r van vid spraket och
dess regler, med eller utan forstdelse om dess innebord. Men det innebir vissa
fordelar att ha kategorin, inneborden, klart for sig.

Formagan att hantera ordet “mossa” sprakligt har vi ldrt spontant, men sd dr
knappast fallet for matematiska uttryck. Motsvarande kategorier dr ocksé betyd-
ligt svaratkomligare.

Vi aterkommer senare i denna text till karaktiriseringar av de tva abstrakta stor-
heterna. De motsvarar skilda sitt att beskriva matematiska idéer — med naturligt
sprak och med matematiska. Det finns dven andra skillnader i syfte och mojlig-
heter, som att 1 den senare formuleringen kan exakta kvantitativa kalkyler goras.
I ett senare avsnitt 1 denna text kommer vi att beskriva fyra olika typer av mate-
matiskt innehall for matematiska formler.

Matematikens sprakliga sidrdrag &r centrala for att forstd den matematisk kom-
munikationens villkor. Det géller sérskilt mellan ldrare och elev, eftersom elever
ar den dominerande kategorin ménniskor som &r ofrivilligt matematikaktiva. Om
man antar att de som frivilligt dgnar sig at ett amne har ldtt for dess sprak, ligger
det ndra till hands att anta att det finns relativt manga elever som inte absorberar
formelspraket pa ett spontant och intuitivt sitt. Ddremot har sannolikt de flesta
matematikldrare gjort det, eftersom de valt matematik som sin yrkesverksamhet.

Sprak och ménniskor
Formaga att tala och formadga att ga

Spraket beskrivs ofta som ménniskans specialitet — ménniskans framsta definie-
rande egenskap. En ménniska ldr sig naturligt att forstd och tala ett modersmal i
den sociala milj6 dir hon vixer upp. Ingen sirskild skola eller trining behovs,
dven om den sprakliga skickligheten &r beroende av en rad faktorer. Pa liknande
sitt lar sig ménniskor under sin uppvixt att ga, trots att detta dr en langt mer
fundamental formaga. Sett i ett mycket langt perspektiv dr det ménskliga spraket
givetvis ett mycket yngre fenomen dn géendet, men de har det gemensamt att de
lars spontant. En annan skillnad &r att spréket lars med uppmérksamheten foku-
serad pa nagot annat — pa det man talar om. Detta talar for att sprakformaga dr
oartikulerad. Den behover vara artikulerad endast vid ldrande av ett frimmande
sprak eller under andra speciella forhdllanden, men den ldrs med uttrycklig
uppmirksamhet pa nagot annat @n spraket sjilvt.
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Det forefaller givetvis som en paradox att talsprak skulle vara oartikulerad, ef-
tersom dess grundldggande natur dr just att vara artikulerad. Men hér syftas pa
att insikter om talsprdakets struktur inte alltid ar kinda, erkidnda eller uttalade.
Termen “oartikulerad” antyder att det &r inte sa svart att formulera eller artiku-
lera denna kunskap, om uppmairksamheten vinds at det hallet.

Spraklig formdga kan samtidigt vara mycket hog och mycket omedveten

Annu ett argument for att sprakférmégan #r oartikulerad &r att man kan vara
mycket skicklig pa sitt modersmal men helt omedveten om substantiv, verb,
prepositioner eller skilda tempus. Man kan vara mycket viltalig och felfri i sin
sprakanvidndning, men helt oférmogen att svara pa fragor som ”Nir sdger man
’jag talade” och nir sdger man “jag har talat” eller ’jag hade talat”?”, eller "Har
man olika ordf6ljd i fragor och i pastdenden?”, eller "Nir uttalas bokstaven “k”
mjukt och nir uttalas den hart?”. Det dr fragor som vuxna personer som lir sig
spraket skulle kunna stidlla — dvs personer som inte lir sig spraket som ett mo-
dersmal.

Medvetenhet om spraks struktur kommer fran aktivitet i sprakkurser, om det
egna spraket eller andra, fran moten med personer som har ett annat modersmal
och stiller frdgor om spraket eller ett allmént aktivt sprakintresse, da spraket blir
sprakets objekt.

Vi studerar hérnist ett exempel pa hur oreflekterad matematiskan r — likhets-
tecknet.

Exemplet ="

99__ 99

Symbolen =" uppfanns 1557 av Robert Recorde som en ren dversittning av ut-
trycket “is equalle to”, och slog igenom allmént nagra artionden senare. Det &r
formodligen den enda symbol som forekommer i alla matematiska forsk-
ningsgrenar. Och det dr den forsta symbol som elever lér sig 1 grundskolan, nést
siffrorna sjilva och kanske plustecknet.

And4 missbrukas likhetstecknet 1angt upp i gymnasiet. Vid beriikning av bensin-
kostnaden for en bilresa 20 mil med bensinforbrukning 0.8 1/mil och bensinpris
9.5 kr/l kan man se en kalkyl som

20=20:0.8=16=169,5=152.

99__99

Bensinkostnaden &r 152 kronor. Hir anvédnds ”=" ibland i meningen “ger” eller
“leder till”, och inte i meningen “dr lika med” eller "har samma vérde som”.

51



Kalkylen fungerar genom att en person som gor denna kalkyl far veta vad denna
ville ta reda pa. Men en annan symbol &dn =" borde ha anvints pa tva platser i
den ovanstaende kalkylen. Man kan dnda fraga sig: Hur dr det majligt att en sd
grundlidggande symbol missforstds i sa stor utstrdckning, trots ldrarnas langa
utbildning, alla goda intentioner, och elevernas tusentals och dter tusentals ma-
tematiklektioner?

Svaret kan vara att man &r sd upptagen av de numeriska kalkylerna att man inte
betraktar eller reflekterar Over symbolerna som anvinds. Uppmérksamheten lig-
ger stiandigt pa en aspekt av det matematiska innehallet under symbolerna.

Svaret kan ocksa vara att sadan reflekterad kunskap om matematiskans symboler
varken finns i matematikkulturen eller i matematikundervisningskulturen. Den
véntar pa att bli formulerad och att bli en del av praktiken.

Ett annat exempel - parenteser

Studenter kan gora en kalkyl som f(x)y = f(xy), med motiveringen att man kan
multiplicera in i parenteser. Ett sadant brott mot matematiskans grammatik kan
tala om for ldraren att det finns olika typer av parenteser. Om funktions-
begreppet dr tydligt under arbetet sa kanske det &r tydligt att detta 4r en annan
sorts parentes. Saledes: om idéerna &r synliga sa behover man inte vara med-
veten om alla grammatiska regler.

Det dr klart att parenteser anvédnds helt annorlunda i matematiska och i svenska.
I svenskt sprakbruk kan det som star inom parenteser ofta utlimnas — det dr pa-
rentetiskt. Pa matematiska dr det inom parentes inte mindre viktigt 4n det utan-
for, snarare tvirtom. Det ska berdknas forst.

Det idr ocksa karaktidristiskt att en ldrare, for vilken matematiskan ofta dr naturlig
och effektiv och darfor oreflekterad, lar sig om detta sprak fran studenters tolk-
ningsforsok. Det dr analogt med invandrare som stiller fragor om regler i svens-
ka spraket, vilket ger svenskar bittre insikt om svenskans regler.

Kulturmoten framtvingar sprdakvetenskaper

Sprakets osynlighet dr virre for matematik @n for naturliga sprak pa det viset att
motena mellan jordens manga skilda kulturer, som har skilda sprik, har tvingat
fram formulering av spraken, medveten forstaelse av ménskliga sprak, for att
kunna Oversitta mellan kulturerna. En kultur som har lyckats att forsta en annan
kulturs sprak har en stor fordel. Kulturmétena har framtvingat sprakvetenskap.
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Denna drivkraft for att formulera matematiskan finns inte. Matematiskan saknar
en sprakvetenskap.

Skilda matematiska kunskaper relativt formelspraket

Vi gor i detta avsnitt en annan beskrivning av matematisk kunskap i tre delar én
den foregdende. Dessa kategorier dr pa distinkta sitt relaterade till formel-
spraket, och kan beskrivas med tre propositioner: 6ver, pa och under de mate-
matiska formlerna.

Regler kontra reglers anvindning

Matematiska regler dr mycket tydliga. Wittgenstein dr kénd for sin poédng att det
inte gar pa nagot regelmaissigt sétt att tala om hur en regel ska anvindas. En sa-
dan regel skulle ge en ny fraga om hur denna regel ska anvéndas, osv. Detta dr
och forblir otydlig kunskap. Men utan sadan kunskap é&r reglerna, givetvis, oan-
vindbara.

Lat oss vara mer konkreta. Antag att uppgiften &r att forenkla de foljande tre ut-
trycken:

2y
— 4+ X 5,

D < z)m 3) 3/2 ‘5
z 2x+y 4a3-43 3°
2y

Det finns ett antal regler som kan anvéndas vid dessa uppgifter, som t.ex. distri-

a

butiva lagen (a(b + ¢) = ab + ac), dubbelbrakforenkling (é = Cbl—d), produkt av
c

Z
d
a ¢ ac a ac

brak (—:-—=—), forldngning/forkortnin —=—), konjugeringsregeln

(5 7=%7) gning ing  (3=7-) jugeringsreg
(Cl2 -b* =(a-b)(a+b)), samt potenslagar som Na = a”z, a” =1/ab, och
ab+c — abac.
Man vilken ska vi anvinda forst? I vilken ordning? Nér &r uttrycket som mest
forenklat? Hur avgor vi det? Finns det nagon regel for det?

Nej, knappast. Om inte: prova med 1), 2), 3) ovan. Kan du forklara varfér du gor
vad du gor, mer dn med den synnerligen tautologiska motiveringen att ’det leder
till svaret”? Detta dr matematikkultur, som &r svar att definiera entydigt. Men
dnda avgorande for att astadkomma meningsfulla resultat. Bockerna antyder inte
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ofta existensen av denna kunskap. En elev anar inte att ndgot fattas, utan tolkar
latt luckorna som sin egen otillracklighet.

Det dr omgjligt att gora nagon kalkyl utan att ha nagon idé om malet, om varfor
kalkylen kan ténkas vara framgangsrik. Sadana idéer dr ddrmed en viktig mate-
matisk kompetens, ty annars paborjas kalkyler som inte kan leda till malet, eller
ingen kalkyl alls pdborjas. Detta dr en kompetens om formler som objekt, som
kan beskrivas som kunskap “6ver” formelnivan:

Tillsammans med geometriska figurer dr formelspraket, matematiskan, den syn-
liga och handfasta delen av matematiken, i skarp kontrast till de generella och
svaratkomliga inneborderna. Pa grund av att spraket dr mycket tydligt och vélde-
finierat dr det ldmpligt som grund for en distinktion i olika typer av matematisk
kunskap. Det dr naturligt att tala om tre typer av matematisk kunskap.

Typ 1. Meta-matematik — matematiska kalkylmetoder (”over” matematiskan).

Vi har en uppsittning regler — men hur dr det mojligt att anvédnda dessa for att
genomfora en kalkyl som ger 6nskat resultat? Denna kunskap &r central for ma-
tematiker och for alla matematiska problemlosare. Den ndmns i forbigdende i
bockerna, men huvuddelen ar sannolikt tyst kunskap. Det handlar till stor del om
associationer vid anblicken av olika uttryck och problemsituationer, vilka for-
mats av tidigare rdknepraktik.

Metoderna demonstreras vanligen utan kommentarer, ty de ord som forekommer
ir del av metoden, och inte av metodens beskrivning/forklaring. Denna kunskap
kan endast datorprogrammeras i de fa fall dir det finns tydliga algoritmer. Ex-
empelvis dr derivering littare att programmera dn integration. Datoriserade 10s-
ningsmetoder dr séllan effektiva, ty genomsokning av alla mojligheter dr en
langsam metod dven med superdatorer. Denna kunskap kréver fantasi och repre-
senterar méanniskans forméga till framgangsrikt icke-algoritmiskt tinkande.

Denna kunskap kan inte skrivas med formelsprak.

Typ 2. Matematiskans syntax (pd matematiskanivad).

Denna kunskap &dr kunskap om matematiskans regler. Det dr matematiskans
grammatik, dédr vi bortser fran inneborder och anvindningar. Det &r just den
kunskap som maste formuleras nir ett matematiskt symbolhanterande program
ska konstrueras. Vissa regler adr skrivkonventioner, som a@" for en produkt av n
stycken a, medan andra dr sanningar som anvénds regelmaissigt likt grammatiska
regler — grammatiserade pastaenden.
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Denna kunskap dr just kunskap om formelspraket.

Typ 3. Formlernas inneborder, semantik (kunskap “under” matematiskan).

Hir finns matematikens tillimpningar, ursprungliga och nya. Hir finns ocksa
inneborder 1 mer omedelbar, personlig och metaforisk mening, som de matema-
tikaktivas bilder och associationer. Sddana inneborder spelar ofta stor roll for
den matematiska aktiviteten. Denna typ av inneborder &r ofta tyst kunskap pa
grund av brist pd matematisk verbal tradition. Den kan ge analogier och forslag
till kalkylmetodkunskapen.

Denna kunskap kan skrivas med formelsprak, det dr just detta spraks syfte. Den
kan dock, om &n atskilligt mindre precist, oftast 4ven beskrivas eller skissas med
naturligt sprak.

Formlernas inneborder, typ 3, kan 1 sin tur delas in 1 fyra typer:

3A. Rent numeriska/formella inneborder.

Matematiska resultat &r nagon typ av pastaende om numeriska forhdllanden, om
hur tal, grupper av tal eller andra storheter forhaller sig. Matematiska bevis kon-
trollerar uteslutande detta numeriska/formella innehdll.

Exempel: analysens huvudsats sédger (i korthet) att om en primitiv funktion till
f(x) deriveras sa blir detta f(x). Beviset anvidnder definitionen av integral samt
integralkalkylens medelvirdessats, vilket anger ndgot om skilda tals storleks-
forhallanden. Man kan i princip sitta in tal och se att det stimmer for dessa tal. I
strikt mening sdger satsen bara nagot om dessa tals forhallande till varandra.
Denna strikta mening dr den numeriska/formella inneborden.

3B. Matematiska idémdssiga inneborder .

Detta dr alla tolkningar, geometriska, kalkylmdssiga och metaforiska, som inte
dar knutna till ndgon specifik tillimpning. Analysens huvudsats har manga geo-
metriska inneborder utover dess numeriska innehéll, till exempel att man kan
berdkna integraler genom omvénd derivering. En annan &r bilden av derivata
som lutning och integral som area, och vad huvudsatsen sdger om sambandet
mellan dem. Denna typ hédnger ofta samman med inneborder 6ver formlerna. En
del av matematikens magi dr att bevisen, som inte beror denna form av inne-
bord, dndé etablerar idémissiga samband.

3C. Tilldmpade idémdissiga inneborder.
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Dessa inneborder har med ndgon tillimpning av matematiken att gora. En fysi-
ker kan uppfatta matematiken som endast ett sprak om denne har gott om fysika-
liska tolkningar av de matematiska formlerna. Detta 4r givetvis fysikaliska inne-
border for matematiska formler. Men matematiker har andra idéméissiga inne-
border — sadana som inte &r knutna till ndgon specifik tillimpning.

3D. Personliga inneborder.

Varje matematikaktiv ménniska, eller grupp av matematikaktiva, utvecklar na-
got typ av personliga metaforer och inneborder kring matematiska begrepp. Det
kan vara minnesregler eller analogier. De kan spela en stor roll for det matema-
tiskt arbetet och for dess resultat. Vissa av dessa blir sa smaningom allmént ac-
cepterade.

Nagra kommentarer till typerna av kunskap

For att beskriva matematiskt innehdll &r naturligtvis matematiska det framsta
spraket. Men ménsklig forstaelse tycks kridva beskrivningar dven pa andra sprak,
framforallt pa modersmalet. Bade elever och forskare, och forhoppningsvis dven
ldrare, befinner sig i en situation av matematiskt ldrande. Da dr bade matema-
tiken och den egna personligheten nirvarande och viktiga komponenter. Det kan
gora att naturligt sprak ibland &r mer triffande @n formelsprak dven for matema-
tiska forhédllanden.

Men att beskriva matematiska inneborder pa “fel” sprak, naturligt sprak och inte
formelsprak, &r inte 14tt. Pa grund av den sprakliga dissonansen &r det en uppgift
med tydliga poetiska kvalitéer. Det &r ldtt att forsta att sadana beskrivningar inte
ar vanliga 1 praktisk undervisning.

Om en tvasprakighet matematiska-svenska &r tydlig i matematiken dr dversditt-
ningar mellan de tva framstéllningssitten naturliga. Det dr en aktivitet dir form-
lers detaljer granskas bit for bit, vilket vanligen inte sker vid forklaringar, och
som tvingar fram ovan namnd matematisk “felsprakspoesi” (exempel: beskriv i
detalj hur en bil fungerar med enbart psykologisk terminologi). Den 6verbryggar
abstrakt idéméssig och abstrakt formelméssig kunskap med ett otal mer eller
mindre hallfasta bryggor.

Om vi anknyter till den tidigare gjorda indelningen i1 konkret, abstrakt idémissig
och abstrakt formelmassig, sa svarar konkret mot Typ 3C och 3D, abstrakt idé-
maissig mot Typ 3B och 3D, och abstrakt formelméssig mot Typ 1, 2, 3A och
3D. Personliga inneborder, 3D, kan gilla alla typerna av kunskap.
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Vilken typ av innehall behandlas i dagens skola?

Om man utan nagon sarskild undersokning skulle forsoka sig pa att gradera den
explicita uppmérksamhet som i skolan dgnas de ovan nimnda sex typerna av
inneborder, sa skulle den enligt min mening ske pa foljande sitt:

1. (stark dominans) Typ 3A — Bevis och kalkyler. Kalkyler dominerar.
Bevis dr emellertid pa tillbakagang, d&ven pa hogskolans ingenjorslinjer.

2. (forekommer ofta) Typ 3C — tilldampade idémadssiga inneborder. Hér
har vi bl.a. skolans léstal.

3. (forekommer ibland) Typ 3B — matematiska idémaissiga inneborder.
Dessa framkommer huvudsakligen muntligt vid ldrares svar pa fragor och
dialoger, och &r viktiga for forstielsen. Forekommer ibland vid lédrares
genomgangar och sparsamt i larobocker.

4. (forekommer sparsamt) Typ 1 — kalkylmetoder. Aven denna viktiga
typ av innebodrd framkommer huvudsakligen muntligt vid dialoger. Fore-
kommer sparsamt 1 larobocker.

5. (forekommer mycket sparsamt) Typ 3D — personliga tolkningar. Oftast
vid personliga dialoger mellan studenter, ibland med ldrare. Forekommer
ocksa i internetkonversationer.

6. (forekommer mycket sparsamt) Typ 2 — matematiskans regler. Fore-
kommer muntligt fran ldrare och mycket sparsamt i lirobocker, samt vid
personliga dialoger.

Jag menar att Typ 3C &r den enda kunskap som generellt beskrivs pa ett bra sitt
1 dagens matematikpraktik. Den dominerande ridknekulturen belyser Typ 2 en-
dast implicit men inte explicit — en elev/student fér sjdlv huvudsakligen forsoka
dra sina slutsatser om kalkylernas regler. Man forvéntas kunna spraket, elever
kan med ritta stidlla sig fragan ”"Niar da?”. Detta har just att gora med spraks
grundldggande osynlighet, som beskrivits tidigare.

Typ 1 ér séllan uttalad skriftligt, men forutsétter en god kunskap om Typ 2. Typ
3B ar mycket viktig, och kommuniceras sporadiskt. Den kan kommuniceras vid
en god verbal kultur. I tidigare skolar far Typ 3D spela en roll, vilket kan vara en
viktig orsak till de positivare matematikattityderna under dessa ar.
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Vad dr mojligt och onskvart?

Vi avslutar med en diskussion om mojliga eller onskade fordelningar av arbets-
tiden Over de beskrivna typerna av innehall. Jag menar att typ 2 — matematiskans
regler bor ges en ganska stor plats (i dialog med elever/ studenter), men 4r en
aspekt som om det verkligen ges en huvudroll sannolikt relativt snabbt toms ut
och di inte ldngre behover sérskilt mycket tid. Warren Estys arbete pekar i den
riktningen. Detta innebir att framlingsskapet till formelspraket minskar vésent-
ligt. Typ 1 — matematiska kalkylmetoder 4r en naturlig foljd efter att typ 2 — ma-
tematiskans regler dr avklarad.

Jag menar att de andra typerna alla bor forekomma 1 matematikdmnet 1 jimnare
fordelning &n idag. Ju bittre matematiskan fungerar som sprak, bade med-
vetenhet om dess regler och frihet 1 notationer och om dess semantik, ju flitigare
kan detta sprak anvindas i skolan pa otvungna stt.

En speciell roll spelar personliga tolkningar, typ 3D. Om studenters personliga
tolkningar forekommer relativt ofta sa dr studenter delaktiga. Det innebér bade
att larare utvecklas och far en allt storre forméga att mota niarvarande och kom-
mande studenter pa framgéngsrika sétt. Den innebér antagligen ocksé att studen-
ter upplever att de blir skickligare pa logisk argumentation under matematikkur-
serna.

| Hakan Lennerstad

* Referenser ér utlimnade i denna preliminéra rapport i esséform med hénvisning till den fullstéindiga
rapporten i den kommande dokumentationen fran workshopen vid KTH 2005-03-18.
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Att kommunicera matematik i skolan

Ndr man studerar och diskuterar matematik pd en akademisk niva sa sker
detta med hjdilp av ett mycket speciellt och internationellt gangbart sprak.
En sadan typ av diskurs kan inte ske i grundskolan. Hdr mdste man fran
borjan utgd fran ett vardagligts sprdak och en hog grad av konkretisering.
Sprak och innehdll blir ddrmed nationellt och kulturellt beroende.
Samtidigt bor det successivt ske en progression fran det enkla konkreta till
det abstrakta. Vad jag i den hdr artikeln vill debattera dr villkoren for
denna progression och vigen till en djupare matematisk forstdelse.

Vad menas med matematik?

Skolans matematik, speciellt den i grundskolan, skiljer sig en hel del fran den
akademiska disciplinen matematik. Det giller inte minst frigorna: Vad dr
matematik? och Vems matematik? Den definition av matematik som ges i
Nationalencyklopedin ser t.ex. ut sd har:

Matematik ..., en abstrakt och generell vetenskap for problemldsning och
metodutveckling. Definitionen kan kommenteras pa foljande sétt. Matematiken
ar abstrakt: den har frigjort sig fran det konkreta ursprunget hos problemen,
vilket dr en forutsittning for att den skall kunna vara generell dvs. tillimpbar i
en mangfald situationer, men ocksa for att den logiska giltigheten hos reso-
nemangen skall kunna kartldggas.

Nyckelorden dr hir abstrakt, generell och logisk giltighet. Att studera matematik
pa den nivan kriaver mognad och erfarenhet men ocksa motivation.

Malen och villkoren for skolans matematikundervisning dr annorlunda. For
grundskolans vidkommande giller det enligt kursplanen 1 matematik att under
de forsta skoldren bygga upp enkla matematiska modeller for att eleverna skall
kunna tolka sin omvérld och matematiska modeller som kridvs for att forstd
andra skoldamnen. Med tanke pa elevernas alder och olika forutsittningar att lira,
forutsétter kursplanen att undervisningen dr konkret och bygger pa elevernas
erfarenheter. Fragan ar hur detta pa sikt skall leda till 6nskvirda kunskaper i
matematik.
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Diskursens beroende av situation och individ

En viktig forutsittning for att lara matematik &r ett adekvat sprak. Séljo och
Wyndhamn (2002) menar att ménsklig kunskap 4r kodifierad i diskurser som
utvecklas inom ramen for speciella verksamheter. Det giller alltsa att tilligna sig
en diskurs for det féalt inom vilket man ror sig och ddrmed de begrepp och
resonemang som bygger upp denna diskurs. I skolans matematikundervisning ar
det ldararen som 1 sin egenskap av arbetsledare ansvarar for diskursen utform-
ning. Det hir betyder att lararen maste

* kunna ta sina elevers perspektiv. Det ricker inte med att hon sjidlv har
forstatt. Hon maste alltid fraga sig om detta kan forstds pa andra sitt,
for andra syften och utgaende fran andra erfarenheter och forkunskaper.

* behirska ett sprak som fungerar inte bara for att forklara négot eller for
att 16sa ett problem pa ett formellt sétt. Spraket maste ocksa fungera for
att konkretisera och verklighetsanpassa det som skall forklaras for
eleverna.

* behirska savil dmnesinnehallet som didaktiken i det som undervisas.
Detta giller inte bara for den aldersgrupp hon for tillfdllet undervisar.
For att ge eleverna kontinuitet och en god progression 1 sina studier
madsta ldraren ockséd behdrska @mnesinnehdll och didaktik pa bade hogre
och ldagre utbildningsstadier. I annat fall kommer diskursen pa ldngre
sikt att forlora i precision.

En ldrare som inte formar ta detta ldrarperspektiv i sin undervisning far
svarigheter att se kopplingen mellan sin undervisning och elevernas inldrning.
De tolkar dérfor inldarningssvarigheter som ett problem hos eleven, en oférmaga
hos eleverna att tilldgna sig ett matematikinnehall. Problemen skulle enligt Siljo
(2000) ’béttre forstds om vi analyserade de regler och traditioner f6r kommuni-
kation som vuxit fram inom skola och utbildning...” (s. 12).

Kravet pa konkretisering

Det dr stor skillnad mellan dagens skolmatematik och den som undervisades for
40 — 50 ér sedan. I realskolan var det en utvald grupp av elever som pa ett tidigt
stadium skulle ldra sig att abstrahera. Ett 6vergripande mal var da att forbereda
eleverna for vidare studier av matematik. Detta skedde pa bekostnad av kon-
kretiseringen. Under senare ar har det blivit tvirtom. Eftersom alla elever i
grundskolan erbjuds att ldra samma matematik, prioriteras ofta konkretiseringen
pé bekostnad av abstraktionen. Eleverna lir sig att 16sa enstaka problem, inte att

60



se de matematiska modellerna och hur dessa kan generaliseras for att tolka och
hantera nya problem som dyker upp i var omvérld.

Vid observation och analys av den undervisningen som idag sker i grundskolan
kan man ofta konstatera att konkretisering har blivit en metafor for syssel-
sittning (Wyndhmn, Riesbick & Schoulz, 2000). Detta kan tolkas som en miss-
uppfattning av Deweys tes “learning by doing”. Men i realiteten lir sig skolans
elever inte matematik genom att ”gora” utan snarare genom att reflektera dver
det som gors. For att kunna klassificeras som matematik bor det som gors leda
till ndgon form av abstraktion och helst en generell sddan. Om detta skriver
Szendrei (1996) sa hir.

Concrete materials in the mathematics classroom do not automatically produce
either a good or bad effect. A teacher must plan the use of the materials in
accordance with society's demands, the language of instruction and the
philosophy of the school. (s. 433)

Den priméra idén med att konkretisera undervisningen &r att optimera kommu-
nikationen och dirmed inldrningen. Konkretiseringen skall bidra till att ge
forstaelse och till att bygga upp ny kunskap utgaende fran de erfarenheter man
redan har. Jag brukar vid utbildning av matematikldrare klarligga virdet av och
avsikten med att konkretisera pa foljande sitt.

Konkretisering innebér att med hjéilp av ett material, en erfarenhet eller en
metafor belysa ett matematiskt begrepp eller samband. Tyvirr beskriver den
metodiska litteraturen “konkret material” pa ett sitt som kan tolkas som att
materialet har ett eget liv. Men materialet dr dott, enbart en artefakt. Det ir
lararens anvindning av materialet som kan goéra det levande och betydelse-
birande.

Ett material eller en metafor kan anvéinds som stod for spraket nér det giller
att lyfta fram en struktur eller en idé som man vill att eleverna skall tilligna
sig. Att anvédnda ett material eller en metafor for att 10sa enstaka problem utan
koppling till en matematisk idé innebir oftast en ren manipulation. Om en
elev genom konkretisering lyckats abstrahera, alltsa att forsta en matematisk
idé, sa dr det just den idé man tilldgnat sig som skall tillampas. I annat fall dr
konkretiseringen meningslos.

Det giller ocksa att vara medveten om ett materials eller en metafors
begrinsade forklaringsvirde. Metaforen temperaturskillnad som férklaring
ndr man opererar med negativa tal fungerar i vissa situationer men utgor
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samtidigt ett hinder for forstaelse i andra situationer. En friga man alltid bor
stédlla sig dr déirfor vad det 4r man har konkretiserat.

Kravet pa att abstrahera

I borjan av 1900-talet var realskolan och gymnasieskolan i forsta hand en
forberedelse for akademiska studier. De innebar att det sprak som anvéndes
redan 1 realskolan var formellt och korrekt. Efterhand som skolan har demokra-
tiserats har dessa krav tonats ned. Manga av de ldrare som i dag undervisar i
aren 1 — 6 saknar sjdlva en formell matematisk skolning och dr dirfor ofta
omedvetna om sprakets betydelse for matematikundervisningen under senare
skolar. Manga anvinder darfor ett oklart och tvetydigt sprak av typen “dela den
pa den” vid division, “fyrkantiga saker” for att beskriva rektanglar, "Mita pa
burkar och grejer” nidr man menar att méita omkretsen av cylindrars basyta, Jag
kan i min forskning iaktta att detta sprakbruk dven forekommer i grundskolans
senare arskurser och hur detta leder till lag spraklig precision. Inneborden i
lararens forklaringar nar déarfor inte eleverna.

Det #r inte bara sprikbruket i sig som utgor ett problem. Aven matematiska
formler och uttryck formedlar ett sprakligt budskap, ndgot ldngt ifran alla ldrare
verkar vara medvetna om. Ett siddant exempel dr formeln for cirkelomradets
area. I skolan dr det vanligt att eleverna far genomfora en laboration som gar ut
pa att de, genom att klippa och klistra skall jamfora cirkelomradets area med
radiekvadratens area. Podngen med laborationen &r att ge eleverna mojligheter
att upptidcka relationen mellan cirkelomrdde och radiekvadrat, alltsa att det
oberoende av radiens storlek finns en proportionalitetskonstant som man
bendmner 7t. Men det &r inte vad man gor. Det man fokuserar uppmérksamheten
pa dr att w = 3,14, en slutsats som dr omdjlig att dra fran den hér laborationen.
Inte heller visar man att proportionaliteten dr generell. Man “visar” att den géller
for en enda given cirkel. Idén med laborationen &r det inget fel pa, men istillet
for att konkretisera formeln for cirkelomradets area liter man eleverna
manipulera. Nir jag observerat elever som utfort laborationen har jag hort
kommentarer som “’Ska vi bara klistra och ha 0ss?”” och ”Vad var det egentligen
vi skulle komma fram till?”

Ett annat exempel 4r hur elever opererar med tal i brakform. Enligt en pagaende
undersokning har drygt hélften av eleverna i skolar 7 problem med att 16sa

uppgifter som 8- % . Ett skal till detta verkar vara att de inte kan tolka innebdrden

i uppgiften och diarmed inte tinka rationellt. Om man i de ldgre arskurserna visat
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pa hur man anvénder de grundliggande riknelagarna, skulle man kunna tolka

operationen som (4-2)-% = 4-(2-%) = 4, vilket kan konkretiseras som att 8

halva dr lika mycket som 4 hela.

Abstraktion &dr ett viktigt mal redan i den grundliggande matematik-
undervisningen. Redan siffrorna och talens namn &r abstraktioner. Som exempel
bor eleverna tidigt inse den generella inneborden i additioner som 3 + 5 = 8.
Denna operation skall ndmligen i nésta steg kunna generaliseras till 13 + 5 =18,
23 + 5 = 28 osv. Om varje steg maste konkretiseras sd har man missat nigot
fundamentalt i matematiken.

P4 motsvarande sitt bor eleverna tidigt (till en borjan informellt) ldra sig
inneborden i de grundldggande ridknelagarna, tex.att 1 +7=7+ 1 och att 8 + 7
kan beriknas som 8 + (2 + 5) = (8 + 2) + 5. De bor ocksd behirska
positionssystemet och ddarmed betydelsen av tal som 423 och 178. For elever
som tagit detta intellektuella steg dr det bara besvirligt att, (vilket 4r vanligt 1
dagens laromedel) utfora subtraktioner som 423 — 178 genom att skriva om talen
som 400 + 20 + 3 — (100 + 70 + 8). Detta leder inte till en ’bittre taluppfattning”
utan utgor snarare ett hinder for abstraktion.

Kan allt konkretiseras?

Av viss metodisk litteratur far man uppfattningen att all matematik kan
konkretiseras. Detta leder ibland till mérkliga “rovarhistorier” (se t.ex. Kilborn,
1979). Enligt en mer progressiv syn kan man dela upp de moment som
forekommer i grundskola och gymnasieskola i tva olika kategorier, de som har
sina rotter i vardagen och de om bygger pa en matematisk logik och
matematiska definitioner.

Matematik som har sina
rotter 1 vardagen

Abstrakt matemati
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Till hoger i figuren har vi den matematik som uppstétt ur vardagen. Hér finner
man enkla huvudridkningsmetoder, algoritmer for de fyra riknesitten, enkel
brak- och procentrikning mm. Hér finns ocksé speciella matematiska modeller
som utvecklats inom olika yrken och hantverk. Det ligger i sakens natur att det
som har ett konkret ursprung ocksa kan konkretiseras.

Till vénster i figuren har vi den matematik som uppstatt genom matematikens
interna behov, t.ex. genom en utvidgning av talomrade eller som en f6ljd av
naturvetenskapliga eller samhillsvetenskapliga framsteg. Exempel pa detta dr
algebraiska regler, ett speciellt geometriskt formelsprak mm.

Ett problem &r emellertid att en hel del enkel matematik, med hjélp av algebran,
har formaliserats pa ett siddant sitt att den inom skolan flyttas fran
vardagsmatematikens till den abstrakta matematikens omrade. Att ta sig Over
skiljelinjen mellan dessa tvd omraden utgor enligt var uppfattning ett stort
hinder for manga elever eftersom de, liksom manga ldrare, soker en konkre-
tisering som inte finns. I boken Lowing & Kilborn (2002) ges en rad exempel pa
savil vad denna algebraisering har lett till som hur man kan undvika sddana hér
svarigheter.

Ett annat allvarligt problem é&r att ménga ldrare forsoker undvika den abstrakta,
logiska uppbyggda matematiken. Man ger didrmed indirekt eleverna upp-
fattningen att den inte behdvs och att allt kan konkretiseras. Eleverna far av det
skilet ingen Ovning i att dra enkla logiska slutsatser.

Den bakgrund jag gett i de senaste avsnitten kan vara en forklaring till varfor sa
fa ungdomar fortsétter att studera matematik. Den matematik de moter under de
forsta skolaren handlar mer om att gora 4n att forstd sammanhang. Nir de senare
moter mer formell matematik har de tvingats att utan forklaring acceptera
formler, som for dem &r helt obegripliga. Vad som saknas dr enligt min
uppfattning en teori som knyter samman enkla grundldggande begrepp med den
mer formella matematik som efter hand krévs. Jag kallar detta for en didaktisk
dmnesteori for matematikundervisning (Lowing, 2002).

Diskursen i klassrummet

Nir man studerar den kommunikation som fors i1 klassrummen blir det
uppenbart att spraket har olika funktioner. Genom att studera dessa funktioner
blir det mojligt att beddma undervisningens kvalitet. I min forskning skiljer
jag mellan tva huvudkategorier, det reglerande spraket och det undervisande
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spraket. Det reglerande spraket anvinds for social kontroll av arbetet i
klassrummet. Till denna kategori hor tillsdgelser, frainvarokontroll, indelning i
grupper infor grupparbete etc. Det undervisande spraket, anvinds i inldarnings-
syfte, tex. for att demonstrera, forklara och exemplifiera matematiska
sammanhang. Inom dessa tvd omraden kan ldraren ha mycket olika sprakbruk,
delvis beroende pa didaktisk kompetens.

Nir det giller det undervisande spraket delar jag upp det i foljande
underavdelningar:

* Formellt undervisningssprdk, som i sin tur delas upp i
a. beskrivande (algoritmiskt) sprak och
b. forklarande sprak
* [Informellt undervisningssprak, som delas upp i
c. tillimpande (vardagsanknutet) sprak
d. laborativt (manipulativt) sprak.

For att en kommunikation skall vara funktionell krivs det att aktdrerna kan delta
i samma diskurs, dvs. att de har ett gemensamt spridk och gemensam for-
forstaelse inom det omrade som avhandlas. Sa ir inte alltid fallet i de klasser jag
observerat (Lowing, 2004). De flesta av ldrarna hade problem med att na
eleverna med sina forklaringar. Lérare och elever pratade ofta forbi varandra. Ett
vanligt skil till detta var att ldararna inte var medvetna om elevernas for-
kunskaper. Nir lirarna forklarade var forklaringen oftast formell. Aven niir
arbetssittet var laborativt anvénde ldraren ett formellt undervisningssprak sillan
ett informellt sprék eller med konkretiserande bilder.

Undervisning och hemsprak

Under de senaste aren har vi i skolan fatt fler och fler elever med annat hem-
sprak dn svenska. Alla verkar inte vara medvetna om vad detta innebér. Visser-
ligen skrivs siffrorna pd samma sitt i de flesta linder men talens namn och hur
talen komponeras kan skilja sig avsevirt mellan olika kulturer.

I svenska spraket forekommer en rad oregelbundenheter som alla inte &r
medvetna om. Talen elva och tolv sédger ingenting om att talen komponerats av
ett tiotal och ett respektive tva ental. I talet tretton, fjorton, femton ... kommer
ental och tiotal i fel ordning. Talet tjugo sdger inte att det 4r komponerat av tva
tiotal vilket daremot framgér av talen trettio, fyrtio, femtio.
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Om man jaimfor med det finska spraket, vars fyra forsta talnamn &r yksi, kaksi,
kolme, neljd, s& @r tiotalen och tjugotalen mer logiskt uppbyggda. Yksitoista,
kaksitoista, kolmetoista, neljitoista visar att man upprepar entalen ”pa andra
varvet” och kaksikymmentdyksi, kaksikymmentdkaksi, kaksikymmentdikolme,
kaksikymmenentndlje att man ldgger entalen till tva tiotal. En intressant fraga ar
vad som hénder nédr en elev tvingas byta undervisningssprak fran finska till
svenska.

Ett annat intressant sprak &r italienskan dér talen mellan 10 och 20 plotsligt
byter karaktir: talen 11 till 16 heter undici, dodici, tredici, quattordici, quindici,
sedici, varvid entalet ndmns fore tiotalet dici. Diremot heter talen 17 — 19
diciassette, diciotto och diciannove dir alltsa tiotalet nimns fore entalet.
Liknande fenomen férkommer i franska, spanska och portugisiska.

Andra sprak sdsom polska och vietnamesiska dr perfekta i det avseendet att man
ldaser talen som de skrivs med siffror, alltsa 236 som 2 hundratal, 3 tiotal och 6.
En frdga som manga ldrare bor stélla sig dr hur ett byte fran ett undervisa-
ningssprak till ett annat paverkar elevers taluppfattning och dirmed grunderna
for deras matematikinldrning.

Nir det giller hemsprak och matematik handlar problemen inte enbart om olika
sprakbruk. Annu viktigare dr det att forstd kulturens roll och att dirmed
diskurserna dr olika. Hér foljer ett exempel hdmtat fran en av mina klassrums-
observationer i en sydafrikansk skola.

Undervisningsspraket pa skolan dr engelska och man anvénder foljaktligen ett
engelskt material. Med hjélp av talkort skall ldraren for en liten grupp elever
forklara hur man bildar tal med hjilp av tiotal och ental. Talet 38 bildas t.ex.
med hjélp av talkorten 30 och 8.

310 8 3 18
—

Det hér visade sig vara alltfor abstrakt for eleverna och de forstod inte. Lédraren
bytte dd strategi och gick Over till att anvinda pengar for att konkretisera. Nu
avbildades operationen s hir istillet:

10
0]010J0,
10

NOOO®
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Detta ledde till tva problem.

1. For det forsta sker all handel i provinsen pa afrikaans och dir heter 38
ag en dertig, alltsa atta och trettio och inte som pa engelska trettio -
atta. Budskapet blev alltsa bakvaint.

2. For det andra blev de tva metaforerna, talkort och pengar, motstridiga.
Nir ldraren gick tillbaka till talkorten blev svaret darfor

310 8 » |3 /0 |8

Som en tredje utvdg utnyttjade ldararen mojlighet att anvinda elevernas hemsprak
Tsuana. Problemet ir att dér heter 38 tre tiotal plus tva fran tio (jamfor XXXIIX
med romerska siffror). Nu var forvirringen bland eleverna total, lektionen
sparade ur och ldraren avbrot och 6vergick till annan verksambhet.

Av det hir exemplet framgar det att valet av konkretiseringsmodell dr kultur-
beroende. Hur forutser man den hér typen av sprakliga/kulturella problem i
svensk skola. Vad av detta tas upp 1 lararutbildning och kompetensutveckling?

Didaktisk dmnesteori for matematikundervisning
Enligt Nationalencyklopedin bestar en teori av

En grupp antaganden eller pastdenden som forklarar foreteelser av nagot slag
och systematiserar var kunskap om dem. En verksamhet ségs vara teoretisk i
motsats till empirisk om den bygger pa teori och darfor inte enbart konstaterar
fakta utan dven forklarar givna fakta och eventuellt forutséger nya.

I Lowing (2002) ges nagra exempel pa en didaktisk @mnesteori for matematik-
undervisning. Avsikten med denna teori ar att lirarna med dess hjélp skall kunna
forklara och systematisera den matematik som eleverna moter i skolan. Eleverna
skall ddrigenom kunna tilligna sig matematiska modeller som de dels forstar,
dels skall kunna anvinda for att tolka sin omvirld. Aven om den hir typen av
modeller ofta dr preliminédra och anpassade till en viss utvecklingsniva, sa far de
inte vara felaktiga. De skall pa sikt, och vid behov, kunna utvecklas till en
akademisk dmnesteori och kan uppfattas som metod att konkretisera denna. Jag
avslutar den hir artikeln med att ge exempel pa hur man kan bygga upp en teori
kring brak och rikning med brak.
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Flera av de regler for brakrikning som man traditionellt l4r i skolan dr savél
svéra att forsta som att forklara. Eftersom de regler eleverna lér i skolan kommer
att inga i ett matematiskt sprak, sa kan konflikter mellan vardagsuppfattningar
och formellt sprak leda till konflikter i elevers tinkande. Ett exempel pa sadana
konflikter &r att elever inte lidr sig skilja mellan multiplikation och forlingning.

3 % blir darfor % Ett annat exempel dr divisionen %/ 3som elever ldr sig 16sa
genom att skriva om divisionen som g/%och dédrefter invertera nimnaren och

byta tecken %% Svaret blir ritt men fa elever forstar vad de gor och de flesta

glommer dérfor hur det gick till.

Den alternativa strategi jag foreslar bygger pa tre enkla forkunskaper:

A. Bréakens enheter, alltsa nimnarens innebord:

LN
2737475777

B. Téljarens innebord som beskriver antalet enheter som ingar i braket:
2 1.1 3 1.1 1
S=—q—, = —4—4-
3 3 3 4 4 4 4

C. Att varje brik kan skrivas pa odndligt manga olika sitt, dvs. ges olika

namn:
2_4_6_3%_
3 6 9 12

For att utféra en addition som §+% giller det att inse att ndmnarna &r olika.

Man kan inte addera olika enheter. Detta 10ser man med regel C.

2 4 6 8 1 2 3
e == och e
3 6 9 12 4 8 12
. 1 . . o 2 1 8 3 11
Genom att anvianda enheten — finner vi alltsa att =+— = —+ —= —
12 3 4 12 12 12

Fora att utfora multiplikationen 3% anvinder vi oss av forkunskap B.
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Enligt B betyder %=%+%. Det innebir att 3% = (%+l) + (l+

1 —
5 5 g)"‘( ) =

1 1
—+—
55
6

5

For att utfora divisionen %/2 behover vi anvidnda forkunskap B. Vi skriver

alltsa om 4 som l+l+l+l. Detta skall nu delas i 2 delar: (l+l) + (l+l).

5 5 5 5 5 5 5 5 5
Det dr alltsd tdljaren, antalet femtedelar, som skall divideras med 2. En
alternativ 106sning 4r att tdnka i enheten femtedel, alltsa:

4 femtedelar / 2 = 2 femtedelar

En divisionen som %/3 verkar nu bli svér eftersom téljaren inte dr delbar med

3. Vi provar nu de tre forkunskaperna A — C och malet maste vara att fa téljaren

delbar med 3. Genom att anvéinda C finner vi att % N % = % och nu &r det, enligt

exemplet direkt ovan, latt: %/ 3 :%/ 3= % .

o o . . o . o 1 o .o
Nu aterstar 1 stor sett bara innehallsdivisioner som %/ 3 Fragan dr nu hur

manga ganger %ryms 1 % . Vi konstaterar forst att namnarna (enheterna) dr olika.

Vi skriver darfor om 3 som ﬁ. Men é: l+l+l+l+l+l. Vi finner da att
4 8 8 8 8 8 8 8 8

éryms 6 ganger i g Observera alltsa att om namnarna &ar lika sa kan

operationen reduceras till om att dividera téljarna.

De hir exemplen visar hur man genom att analysera och omvirdera traditionella
och svarbegripliga formler och operationer kan bygga upp ett for eleverna
enklare och mer lattfattligt “sprak”. Ett viktigt kriterium &r emellertid att de
formler och det sprdk man pa sa sitt bygger upp inte medfor konflikter med det
etablerade, traditionella spraket. Som framgar av exemplen dr detta inte fallet.
Det hér sittet att ldra sig grunderna for brakridkning torde snarare innebira ett
sprakligt stod for vidare utveckling av ett brakkunnande.
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Svensk forening for matematikdidaktisk forskning, SMDF
Barbro Grevholm, ordforande
20050320

Till Utbildningsdepartementet
Svar pa remiss U2004/3750/G

Vad ar SMDF?

Svensk forening for matematikdidaktisk forskning, SMDF, bildades 1999 och éar
en forening for forskare, forskarstuderande, ldrare och ldrarutbildare med
intresse for forskning i matematikdidaktik. Syftet med den foreningen &r att
stimulera, utveckla och bredda intresset for matematikdidaktisk forskning och
forskarutbildning 1 Sverige. SMDF vill vdrna om kvaliteten 1 och 6ka sprid-
ningen av forskning i och om matematikutbildning. Féreningen vill ocksé vara
ett forum for samarbete med tanke- och erfarenhetsutbyte mellan personer
verksamma inom och intresserade av forskning och utvecklingsarbete 1 matema-
tikdidaktik.

Foreningen har bland annat anordnat internationella forskningsseminarier vart
annat dr. Dessa har dokumenterats i gedigna konferensbocker, som presenterar
aktuell forskning 1 Sverige och utomlands. Genom dessa konferenser med del-
tagare frdn hela Sverige, men &dven genom mindre regionala konferenser,
medverkar SMDF till spridning av forskningsresultat och fordjupad diskussion
om fragor kring matematik och lirande. SMDF ger ocksa ut ett medlemsblad tva
ganger per ar. Det innehaller vetenskapliga artiklar och rapporter om utveck-
lingsarbeten inom matematikdidaktik.

Detta remissvar fran SMDF har utarbetats av en arbetsgrupp utsedd i samband
med arsmote for SMDF i Stockholm den 28 januari 2005.

Vi lamnar forst nagra allménna synpunkter och gér dérefter in pa vart och ett av
de fyra huvudférslagen.
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Allmianna synpunkter

Vi anser att ett av de allvarligaste problemen 1 svensk matematikundervisning &r
den mangariga forsummelsen som skett genom att Sverige inte utbildat till-
rackligt manga ldrare i matematik. Det har under de senaste tio aren lett till att
landets rektorer har anstillt personer for att undervisa matematik, som inte har
adekvat utbildning for sin uppgift. Dessa personer &r nu inne 1 systemet och kan
inte kastas ut. Skolan maste alltsa leva med outbildade eller fel utbildade
matematikldrare manga ar framat. Den utbredda myten att det dr sa ldtt att
undervisa matematik sa vem som helst kan gora det har hir hjilpt till att skapa
problem. Det ricker att se pa hur méanga elever som inte uppnar malen med
matematiken sa inser man att undervisning som enbart gar ut pa att fa lektions-
tiden att flyta lugnt inte riacker for att eleverna ska uppna det ldrande som krévs.
Det &r dags att bade rektorer och de som ska arbeta som matematiklédrare inser
att for att eleverna ska ldra sig det som Onskas maste undervisningen goras av
kvalificerade, valutbildade, insiktsfulla lédrare.

Avsaknaden av en gedigen grundutbildning kan aldrig kompenseras av kompe-
tensutveckling under arbetstiden. Kompetensutveckling dr nédvéndig for dem
som startar med en gedigen grundutbildning for att de ska kunna folja med i1 den
forskning och utveckling som sker inom deras omrade. For dem som saknar
grundutbildning giller att de maste fa en sadan eller tilldelas andra arbets-
uppgifter inom skolan. En person utan utbildning eller med icke adekvat
utbildning som matematikldrare bor inte fa fortsétta i arbetet enbart pa grund av
arbetsrittsliga bestimmelser. Det vore att utsdtta generationer av elever for en
orimligt undermalig matematikundervisning. Svenska elever har ritt att f
undervisning av matematikldrare med adekvat utbildning. Manga undersok-
ningar har nu visat att sa dr inte fallet. Detta maste atgdrdas med kraft. Har
maste stat och kommun gemensamt ta sitt ansvar.

Ett annat allvarligt problem sedan ménga éar tillbaka &r den bristande kvaliteten i
lararnas grundutbildning. Flera exempel pa forskning kring olika aspekter av
matematiklirarutbildning visar att de som blir ldrare inte har tillrackligt goda
kompetenser for sitt yrke. Ndmnas kan forskning om lérarutbildning 1 matematik
eller om verksamma lédrare av liris Attorps, Christer Bergsten, Maria Bjerneby-
Hill, Barbro Grevholm, Thomas Lingefjird, Madeleine Lowing med flera. En
aktuell utvirdering kommer sédkert att bekréfta den bild av bristande kompetens
som vi pekar pa. Den senaste omorganisationen av lararutbildningen har lett till
dn sdmre dmneskunskaper och @mnesdidaktiska kunskaper &@n tidigare. Sénk-
ningen av forkunskaps-kraven for utbildning till matematikldrare bidrar till att
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nivan i utbildningen sénks steg for steg. De som har att genomftra ldrar-
utbildningen ser sig pressade att leva upp till statens krav pa att fa ut ldrare trots
omdjliga utgangspunkter. For att atgidrda denna svara situation kriavs en rad olika
forandringar. Rekryteringen till ldrarutbildningen behdver paverkas sé att valet
att bli ldrare inte dr en sista utvidg for studenter. Liraryrket maste fa tillbaka sin
status genom rimliga loner och arbetsvillkor. Lirarna méste fa dgna sig at det de
ar utbildade for, ndmligen att undervisa och handleda elever och de ska inte
behova se sin arbetstid splittrad och upptagen en hel rad andra arbetsuppgifter.

Det dr visentligt att inse att skolan 4r en institution for kunskap vilket
nodvindiggor fokus pa en kvalitativt hog matematisk och matematikdidaktisk
kunskap for larare och goda matematikkunskaper for elever. Respekten for
lararyrket och dess status mdste hojas och arbets- och lonevillkor forbittras.
Varje ldrare méste ha utrymme i sin tjidnst for sin egen kompetensutveckling.
For att markera vikten av dmneskompetens (i bade matematik och matematik-
didaktik) bor extra kurser 1 matematik och matematikdidaktik ges hogt merit-
virde vid anstidllning av ldrare. Ett nationellt mastersprogram i matematik/
matematikdidaktik med speciella villkor for yrkesverksamma ldrare bor ocksa
utvecklas.

SMDEF stoder forslaget om en fristdende projektorganisation om den huvud-
sakligen ges en samordnande funktion och inte dr for stor. Om alltfor mycket
makt ldggs i projektorganisationen i form av ekonomiska resurser, sa riskerar
den nationella satsningen att bli for toppstyrd.

SMDF vill betona att det nu &r viktigt att nagot gors pa grundval av allt material
som presenterats. Det mesta av dessa kunskaper har funnits redan i tidigare
utredningar och forslag dven om den del tillkommande undersOkningar har
forstarkt en sedan ldnge kind problembild. Den stora besvikelse som foljde av
att arbetet med Hog tid for matematik inte ledde till ndgra insatser var
vilgrundad och nagot sadant far absolut inte upprepas igen. Da 4r det definitivt
for sent att rddda svensk matematikundervisning innan flera generationer av
ungdomar besvikna ldmnar sin matematikskolning. P4 denna punkt att ga till
konkreta atgérder dr tyviarr Matematikdelegationen alltfor vag i sin fram-
stillning. Hér behovs det preciseringar av vem som ska och kan gora vad och
dessutom resurser. Att tro att stora fordndringar kan ske inom existerande
organisationer och finansieringsordningar ar naivt. Vi vill till exempel peka pa
de vilvilliga skrivningarna om forskning inom alla fyra huvudforslagen. Vad ir
de annat dn tomma markeringar om inte krav reses pa att tillféra resurser for
sadan forskning. Det dr for nédrvarande i stort sett omdjligt for forskare i mate-
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matikdidaktik 1 Sverige att finna kéllor for att finansiera sin forskning. Nu krivs
det initiativ och handling frdn departementets sida for att alla de pa grundval av
genomforda undersokningar och utredningar lagda forslagen ska bli trovardiga.

Vi évergar nu till att kommentera forslaget punkt for punkt

Handlingsplan - Huvudforslag 1

Stod och utveckla aktiviteter som Okar intresset for och insikterna om
matematikens virde, roll och betydelse 1 vardag, yrkesliv, vetenskap och
samhille.

Delforslag

1A Sprid inspirerande exempel kring matematikens utveckling och anvéndning.
1B Ge nya mojligheter till matematikutbildning for alla.

1C Berika bilden av matematik 1 massmedia.

1D Satsa pa samarbete kring matematiken i arbetsliv och skola.

1E St6d forskning om synen pa matematik i samhélle och utbildning.

Handlingsplanen beror SMDF:s verksamhet pa foljande siitt:

SMDF har stora mojligheter att vara delaktigt i ett langsiktigt utvecklingsarbete
och att vara ett forum for forskning, kunskapsspridning, samordning av nétverk
och andra insatser over regiongrinser. Hos SMDF finns en samlad kompetens
inom en rad omraden kring forskning om utbildning, undervisning och ldrande i
matematik, fran forskola till hogskola. Den matematikdidaktiska forskning som
bedrivs i Sverige och internationellt har SMDF mojligheter att lyfta fram bland
annat 1 bocker och debatter, for att berika bilden av matematik 1 massmedia och
didrmed medverka till en attitydforidndring 1 samhéllet.

SMDF stoder att forskning bedrivs om attityder och forestidllningar om
matematik 1 samhélle och vardag och kan medverka till spridning av erfaren-
heter fran sadan forskning. Vi dr 6vertygade om att man genom forskning dir
man stravar efter att pavisa matematikens betydelse och anvindning bade i
vardag och professionellt liv kan paverka och fordndra attityder till och
forestillningar om matematik 1 samhéllet och hos enskilda individer.
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SMDF stoder dven forslaget om forskning kring matematik som bildningsdmne.
Matematikens kulturella och historiska betydelse samt inflytande &ver andra
omraden #n utbildning bor lyftas fram for att paverka ungdomars, sarskilt unga
kvinnors, intresse for matematikintensiva utbildningar. Att knyta matematik till
estetiska dmnen och konst kan vara en védg. Det skulle kunna betyda att
hogskolor och universitet utvecklar matematikkurser inom exempelvis traditio-
nellt humanistiska @mnen som konsthistoria, etnologi och antropologi:
Matematik i ett kulturhistoriskt perspektiv, Matematik i ett migrationsperspektiv
eller Matematik i ett konsthistoriskt perspektiv. Kurser med liknande innehall
kanske ocksa kan ges pa folkhogskolor av olika slag. Forskning som
konkretiserar etnomatematik kan vara betydelsefull i detta sammanhang.

SMDF stoder forslaget om forskning inom omradet som kan ge underlag for
kompetensutveckling och ge mojlighet for enskilda ménniskor att bygga pé sin
nuvarande utbildning for att f& adekvat kompetens i matematik for sin
yrkesutovning. For att i forlangningen paverka individers forestidllningar om vad
matematik 4r och kan anvindas till skulle exempelvis kurser med sérskilt
matematikinnehall kunna utvecklas for pedagoger verksamma i konstmuseer
eller musikmuseer. Forskning kan bidra med innehall for sddan kursutveckling.

SMDF stoder ocksé forslag med langsiktiga projekt som Matematikens Hus och
Matematikens Dag, liksom tdvlingar och andra initiativ som uppmérksammar
matematik pa olika sitt (sid 110f). Vi anser dock att sadana projekt bor grundas
pa och knytas till forskning inom omradet for att inte bli alltfor tillfalliga.
Handlingsplan - Huvudforslag 2

Utbilda kvalificerade ldrare 1 matematik for alla barn, ungdomar och vuxna

Delforslag

2A Forbittra rekrytering till och dimensionering av ldrarutbildningen 1
matematik.

2B Utveckla den grundldggande ldrarutbildningen i matematik pa alla nivaer.
2C Ge stod till behorighetsgivande kompetensutveckling och vidareutbildning.

2D Oka anslagen till forskning om lérarutbildning och kompetensutveckling.

Handlingsplanen beror SMDEF:s verksamhet pa foljande siitt:

SMDF anser att matematikldrarens kompetens dr en viktig och avgorande faktor
for om elever ska kunna tillgodogora sig matematikiimnet eller inte. Matema-
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tikldraren har det storsta ansvaret nér det géller att inspirera och skapa en positiv
och kunskapstorstande attityd till matematikiimnet. I betdnkandet kan man ldsa
att dven matematikdidaktisk forskning stdodjer dessa pastdenden och huvud-
forslag 2 dr foljaktligen riktat mot atgdrder som stdrker utbildningen av
matematiklirare.

SMDF anser att &amnesstudier 1 matematik bor vara av betydande omfattning for
blivande matematikldrare. Den senaste reformeringen av lararutbildningen
innebar dock en tydlig kvalitetsforsdmring avseende dmnesstudier i matematik
och matematikdidaktik. Nu spenderas dyrbar studietid pa allménna kurser eller
allmén samldsning mellan ldrarstuderande som skall undervisa pa helt olika
nivaer. Delegationen ger inga tydliga forslag som stidrker &mnesstudierna men
klart &r att delegationen 1 alla fall har uppfattat dagens situation som bristféllig.
Bland annat star det att “dagens ldrarutbildning ger alltfor litet utrymme for
studier 1 matematik, tillimpad matematik, matematikdidaktik och praktik”. De
fyra delforslagen dr hir av yttersta vikt.

Fragor om flersprakiga (minoritets-, invandrar) elevers problem i matematik-
undervisningen dr betydelsefulla och maste lyftas fram. Det handlar om att
ldrare i matematik maste sitta sig in i problematiken och hantera den pd nigot
sitt och inte om att problemet ska forsvinna. Fragan maste alltid vara aktuell i
kompetensutveckling av lédrare.

Hos SMDF finns en samlad kompetens inom en rad omraden kring forskning
om utbildning, undervisning och ldrande i matematik, fran forskola till hogskola.
Den matematikdidaktiska forskning som bedrivs i Sverige och internationellt har
SMDF mojligheter att kanalisera mot lidrarutbildningen for att undersoka, stirka
och validera olika framgangsrika ansatser mot béttre lararkompetens. Larar-
utbildningen bor i hogre grad @n idag vila pa vetenskaplig grund.

Man bor dessutom vidta kraftfulla atgirder for att ater gora lararyrket attraktivt.
Hojda ldrarloner en viktig komponent men det bor dven stillas krav pa
kommunerna att de endast anstéller matematiklidrare med adekvat och relevant
utbildning.

Handlingsplan - Huvudforslag 3

Stod och samordna alla goda krafter som verkar fOr bittre ldrande och
undervisning 1 matematik.

76



Delforslag
3A Utveckla distanskurser med kompetensutveckling for alla ldrargrupper.
3B Initiera utvecklingsprojekt i matematik for alla studerande- och larargrupper.

3C Skapa och underhédll webbportaler med sokbar, samlad information om
resurser.

3D Bygg upp och underhall nationellt och regionalt nédtverk av resurspersoner.

3E Oka anslagen till forskning om undervisning och lidrande i matematik

Handlingsplanen beror SMDF:s verksamhet pa foljande sétt:

3A Redan i utredningsmaterialet Hog tid for matematik finns forslag till
kompetensutveckling och en diskussion om vad som erbjuds och krédvs. Landets
lararutbildning har god kompetens att utveckla sadana kurser och med grund i
forskning och utvecklingsprojekt av det slag som redovisas inom SMDFs
verksamhet kan det arbetet fordjupas. I utredningsmaterialet papekas ocksd att
lararutbildare i matematik bor ha vetenskaplig skolning i savdl matematik som
matematikdidaktik. Detta kan dock inte helt ersitta erfarenheter fran skolans
praktik. Det maste finnas en fungerande balans mellan akademiseringen av
lararyrket och dess grund i praxis.

Det dr nodvéndigt att tydligt beskriva vad kompetensutvecklingskurser bor
innehélla och vem som genomfora kurserna. De dagar for kompetensutveckling
som redan finns i grundskolan verkar daligt utnyttjade och skulle kunna riktas
mot skolans centrala uppgift med fokus pa kunskap.

Det dr viktigt att satsningen blir langsiktig och bygger pa existerande system for
fortbildning sa att kurser i ordinarie lararutbildning kan utnyttjas. SMDF stiller
sig tveksam till en kortsiktig fortbildning 1 stor skala som kan innebéra sloseri
med resurser. Lararutbildningar som rekryterar verksamma ldrare till sina kurser
bor kunna fa sérkilt stod for sddana insatser.

3B Det maste skapas starka incitament for skolor och kommuner att soka pengar
for utvecklingsarbeten, 1 samarbete med ldrarutbildningar, matematiska institu-
tioner och andra institutioner dér det finns matematikdidaktisk forskningsverk-
samhet. Utvecklingsarbeten med grund 1 egna initiativ har storre chans att ge
goda resultat 4n toppstyrda kortsiktiga fortbildningsresurser. Aven i detta sam-
manhang &r det viktigt att det finns en matematikansvarig 1 varje kommun och
en matematikansvarig i varje skola/skolenhet.
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3C SMDF stiller sig tveksamt till virdet av informationsresurser i form av
webbportaler. Vi anser att problemen inte ror brist pa information. Hér handlar
det istdllet om brist pa djupare kunskaper om de processer vi arbetar med i
skolans matematikundervisning.

3D Forsok att bygga upp nationella och regionala nitverk av resurspersoner,
béde ldrare och ldrarutbildare har gjorts redan tidigare. Dessa har inte haft nagon
storre framgang nédr det giller ldrare. For att sddana nitverk ska bli livskraftiga
och framgangsrika krédvs att de har en egen inre drivkraft och d& hjilper inte
toppstyrda initiativ.

3E Vetenskapsradet maste se till att en rimlig del av forskningsresurserna
tilldelas matematikdidaktisk forskning. P4 omraden didr skolmyndigheterna
behover forskningsresultat frdn Sverige skulle man kunna initiera kontakter
mellan presumtiva svenska forskare med ldmpliga forskare internationellt for
samarbete. En kvalitativ utveckling av lidrarutbildning och kompetensutveckling
for ldrare i matematik maste bygga pa vetenskaplig grund. Det dr darfor
nodvindigt att snabbt skapa resurser fOr att befrimja utvecklingen av en
matematikdidaktisk forskning av hog kvalitet i landet. Ett forsta steg dr att
permanenta den nationella forskarskolan 1 matematikdidaktik. Det ser vi som
mycket visentligt.

SMDFs forskningsseminarier, granskningsprocesser vid konferenser och bocker
med granskade arbeten bidrar med en successiv utveckling av kompetens hos
forskarstuderande och forskare i matematikdidaktik. P& sikt bor det medverka
till att allt fler kvalificerar sig for att kunna fa anslag fran Vetenskapsradet.
Handlingsplan - Huvudforslag 4

Tydliggor och utveckla syfte, mél, innehéll och bedomning i matematik for hela
utbildnings-systemet

Delforslag

4A Konkretisera styrdokumentens matematikinnehall fran forskola till hogskola.

4B Diskutera och fornya fortlopande matematikinnehéllet fran forskola till
hogskola.

4C Utveckla variationsrik utvirdering i matematik pa alla utbildningsnivéer.

4D Stirk forskning kring kursplaneutveckling och utvirdering.
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Handlingsplanen beror SMDEF:s verksamhet pa foljande siitt:

4A 1 SMDFs verksamhet behandlas forskning och utveckling som ror matematik
och ldrande. Innehéllsméssigt finns det en kompetens inom SMDF som kan tas
tillvara i myndigheternas och olika institutioners arbete med styrdokument och
kursplaner. I januari 1999 lamnade till exempel den davarande ledaren for
kursplanearbetet 1 matematik for gymnasieskolan (Barbro Grevholm) en
skrivelse till Skolverket (bestilld av Jan Sydoff) med forslag pd forskning och
langsiktigt utvecklingsarbete rorande styrdokument och kursplaner. Sa vitt ként
har detta inte f6ljts upp fran myndighetens sida. En samordnad och genomtinkt
langsiktig satsning i linje med de givna forslagen skulle stirka skolmyn-
digheternas utvecklingsarbete. Genom brist pad kontinuitet i tdnkandet och
historieloshet om skolans fordndringsprocess riskerar man att det som byggs upp
1 en kursplanefas raseras 1 nésta. Det forvérras av att de ansvariga myndig-
heterna inte har egen kompetens inom det matematikdidaktiska omradet (och
inte haft det pa flera artionden). Ett farskt exempel pa sadan historieloshet om
skolans utveckling visas i en aktuell mediedebatt om gymnasieskolan kurs-
planer. Foresprakare av att kurs A inte lingre ska vara densamma for alla har
inte tagit del av de argument som gillde d& en gemensam kurs A infordes 1994.
De har inte heller satt sig in i hur kurs A dr tidnkt att genomforas pa olika
program utan foresprakar ytligt en atergang till den gamla modellen som géllde
fore 1994 utan att redovisa konsekvenserna av sitt forslag. Eftersom skolverket
inte har nagon dokumentation av kursplanearbetet fran borjan av1990-talet kan
de ansvariga dér inte heller redovisa hur diskussionen gick.

4B Undersokningar visar att kursplanefériandringar endast i liten grad paverkar
vardagsarbetet i skolan. Inte ens liromedelsforfattare blir ndamnvért paverkade
av dndringar 1 styrdokumenten. Se till exempel forskning av Margareta
Kristensson och Monica Johansson. Det som behdvs dr en levande debatt bland
larare och elever om vad malen for ldarandet dr och om varfor dessa mal ar
visentliga. En sadan debatt lyser med sin franvaro. Det far liten effekt att dndra i
styrdokument om inte ldrarna aktivt engagerar sig for vad som é&r syftet for,
maélet med och innehallet i deras undervisning. Sddant engagemang skulle kunna
vickas inom ramen for god kompetensutveckling av lérare.

4C Forskningen om utvirdering och beddmning av kunskaper och kompetenser 1
matematik dr omfattande. Svenska ldrare maste fa ta del av detta och utveckla
sin egen bedomning med utgangspunkt i aktuell forskning. Hiar behovs kurser
och kompetensutvecklingsinsatser. SMDF har mojligheter att visa pa ldmplig
forskning att utgé fran och lampliga modeller for kompetensutveckling av ldrare.
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4D Stirk forskning kring kursplaneutveckling och utvirdering. Forslag 1 linje
med detta har som ndmnts ovan ldmnats till Skolverket redan 1999. Det giller
emellertid for Skolverket och Myndigheten for skolutveckling att skapa resurser
for sadan forskning. Idag finns matematikdidaktisk forskning etablerad vid
tiotalet institutioner for matematik i landet och det gar fint att ligga ut sadana
uppdrag pé kvalificerade handledare i samarbete med doktorander. SMDF har
ett kontaktnidt och kan formedla forslag till ldmpliga personer att genomfGra
sadan forskning.

For arbetsgruppen

Barbro Grevholm
Ordforande 1 SMDF

First announcement — Call for Papers
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Mathematics teaching and inclusion

The 3rd Nordic Research Conference on
Special Needs Education in Mathematics

Wednesday 23—Friday 25 November 2005 « Aalborg, Denmark

Researchers, teachers, writers, programme managers, and policy makers
working within either the field of mathematics education and/or with special
needs education in mathematics are invited to submit proposals for this 3™
Nordic Conference.

The 3™ Nordic Research Conference
The conference is the meeting place for researchers and practitioners from the
Nordic countries with an interest in:

- teaching students with special needs in mathematics and

- research within this field

At the conference, there will be presentations followed by discussions of the
research and development within the fields of special needs education in
mathematics and that of teaching mathematics to students from the age of
kindergarten to adults.

Conference theme

The conference theme, Mathematics Teaching and Inclusion, is intended to
focus on the challenge for all schools today — the challenge of being the
inclusive school for all! But what constitutes inclusion and how should it be
developed in practice and policy at different levels? How is it interpreted in the
various Nordic countries? Has the idea of inclusion affected the classroom of
mathematics and has the idea influenced the special needs education?

Official languages

The official languages of the conference will be all the Scandinavian languages
(Danish, Swedish and Norwegian). Plenary sessions will either be performed in
English or in one of the Scandinavian languages. Presentations of papers in
English will also be an option.
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Call for contributions

Participants are invited to submit proposals for paper presentations and
workshops. All proposals should contribute to the development of the
conference theme, Mathematics teaching and inclusion. Participants who wish
to submit a proposal are requested to send an abstract describing the category
(paper or workshop, research or development work), the language in which the
presentation will be presented, aim and main contents of the proposal. The
abstract should be half a page long (200 — 300 words) and will be reviewed by
the programme committee before acceptance. Abstracts are to be submitted as
part of the registration form to the conference secretary (to: jane(@ak.aau.dk) no
later than July 1, 2005. Information regarding acceptance will be sent to the
contributors in the beginning of September 2005.

Programme

The programme will include invited plenary talks (60 min), paper presentations
(45 min), workshops (60 min), discussions and network get-together. There will
be four plenary lectures, each with the intention of exploring different aspects of
the conference theme. For details of the programme and further information, see
conference web site at http://www.matematikvanskeligheder.aau.dk

Nordic Research Network on Special Needs Education in Mathematics was
established in October 2003 on the 2nd Nordic Conference at Orebro University
in Sweden. The first conference was held at Agder University College in
Norway. The official homepage of the Nordic Network is:
http://www.matematikkvansker.net

/Arne Engstrom
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E-postdresser till medverkande i Medlemsblad nr 11

Christer Bergsten chber@mai.liu.se

Osten Dahl oesten@ling.su.se

Arne Engstrom arne.engstrom(@pi.oru.se

Barbro Grevholm barbro.grevholm@mna.hkr.se

Christer Kiselman kiselman@math.uu.se

Hékan Lennerstad lhakan@math.kth.se

Madeleine Lowing madeleine.lowing@ped.gu.se
Anslagstavian

Aktuella konferenser

PME 29, Melbourne, Australien 10-15 juli 2005
http://staff.edfac.unimelb.edu.au/~chick/PME29/

Norma 05, Trondheim, Norge 2-6 september 2005
http://norma035.hist.no/

3. Nordiske forskerkonference om matematikvanskeligheder,
23-25 november 2005, Aalborg, Danmark.
http://matematikvanskeligheder.aau.dk/Forskerkonference/Velkommen.htm

MADIF 5, Malmo, 24-25 januari 2006
http://www.mai.liu.se/SMDF/madif5/

Telefoner och e-postadresser till funktionidrerna i SMDF:s styrelse 2004

Ordférande | Barbro Grevholm | 044-203427 barbro.grevholm@mna.hkr.se
(\)/ric(lzt?éran de Christer Bergsten | 013-282984 chber@mai.liu.se

Kassor Thomas Lingefjard | 031-7732253 thomas.lingefjard@ped.gu.se
Sekreterare | Jesper Boesen 031-7736968 | jesper.boesen@math.umu.se
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